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El uso de los Conceptos Topológicos en el aprendizaje de la Geometría es el 
tema central de la presente tesis, que busca mejorar su aprendizaje. En efecto, 
la problemática se desprende del complejo aprendizaje de la matemática, 
especialmente de la geometría, que se puede enseñar: con facilidad utilizando 
los conceptos topológicos. Esa es la razón de la presente investigación que se 
realizó planteando el problema: ¿Cómo influyen los conceptos topológicos en el 
proceso de enseñanza - aprendizaje de la geometría, en el tercer grado de 
educación secundaria de la I.E. Los Educadores del Distrito de San Luis de 
Lima, tuvo como objetivo determinar el nivel de influencia de los conceptos 
topológicos en el aprendizaje de la Geometría Plana. Su fundamentación 
teórica se apoya en diversos autores. La investigación es de clase aplicada 
dentro del tipo de estudio experimental, empleando el método hipotético 
deductivo. y un diseño metodológico cuasi experimental. La población de 
estudio estuvo conformada por 120 alumnos matriculados en el tercer grado de 
educación secundaria de la referida institución educativa La muestra es· 
probabilística .conformada por 28 alumnos, obtenida mediante el muestreo 
aleatorio simple. 
Palabra clave: Concepto topológico, aprendizaje de la geometría. 
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ABSTRACT 
The use of topological concepts in geometry learning is the focus of this 
thesis, which seeks to improve learning. lndeed, the problem emerges from 
complex learning of mathematics, especially geometry, which can be taught 
easily using topological concepts.That is why this research was conducted by 
posing the problem: What influence topological concepts in the teaching -
learning geometry in the third grade of secondary education in the lE Educators 
District of San Luis de Lima, aimed to determine the level of influence of 
topological concepts in geometry learning Plana. lts theoretical foundation is 
supported by various authors. The research is class applied within the type of 
experimental study, using the hypothetical deductive method and quasi-
experimental study design. The study population consisted of 120 students 
enrolled in the third grade of secondary education of that school probabilistic 
The sample is composed of 28 students, obtained by simple random sampling. 
Keyword: topological concept, learning geometry. 
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INTRODUCCIÓN 
La presente Tesis trata del estudio de la geometría plana a través de los 
conceptos topológicos básicos y se trabajó con la variable independiente: 
Conceptos Topológicos para la enseñanza de la Geometría y con la variable 
dependiente el aprendizaje ~e la Geometría en estudiantes del 3er. Grado de 
educación Secundaria, en el área de matemática, de la l. E Los Educadores del 
Distrito de San Luis - Lima. 
El desarrollo de la investigación nos permitió, determinar la influencia de la 
variable independiente sobre la dependiente y está estructurada en dos partes. 
La primera, corresponde a los Aspectos Teóricos, que a su vez están 
integrados por tres capítulos. En el capítulo 1, se presenta el marco teórico con 
los antecedentes de la investigación, bases teóricas y definición de términos 
básicos. 
El capítulo 11, trata sobre el planteamiento del problema y su determinación, la 
formulación del mismo, objetivos de la investigación, importancia, alcances, y 
limitaciones presentadas en su desarrollo. 
El capítulo 111, está dedicado a la metodología de la investigación, con la 
formulación de hipótesis, operacionalización de variables, tipo y métodos de 
investigación, diseño, población y muestra. 
En la segunda parte, denominada Aspectos Prácticos, se aplicó todos los 
criterios diseñados en el proyecto, desde el recojo de datos de la muestra de 
estudio con los instrumentos de investigación, previamente validados, hasta el 
procesamiento estadístico de los datos, la construcción de las tablas de 
frecuencias, el análisis descriptivo y gráficos. Luego, se desarrolla la discusión 
de resultados, arribando a la formulación de conclusiones y recomendaciones; 
y finalmente, se presenta las referencias bibliográficas y los anexos que 










1.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACIÓN 
1.1.1. ANTECEDENTES NACIONALES. 
Blanco, (1991 ), en su tesis: "La Enseñanza de Áreas y Volúmenes 
encuadrado en conceptos de la teoría de la medida" en la educación de 
la Universidad Nacional de Educación, "Enrique Guzmán y Valle", 
sostiene que en educación Inicial no se enseña los conceptos de áreas y 
volúmenes. En educación primaria los temas de aéreas y volúmenes son 
presentados a través de la aplicación directa de las formulas, en algunos 
casos estas se obtienen a partir de ejemplos muy particulares no 
habiendo una secuencia lógica .en su presentación. 
En ·educación secundaria no se .define con precisión el .concepto de área 
y no se presenta la definición de volumen orientándose al uso directo de 
las formulas; es decir se reduce al cálculo de valores numéricos. 
Es factible la enseñanza de aéreas y volúmenes si se presenta con un 
enfoque fundado en los conceptos de la teoría de la medida en el cuarto 
grado de educación secundaria. Es notoria la importancia del empleo de 
los medios auxiliares para el cabal aprendizaje de los conceptos 
matemáticos. 
Rodríguez, (201 0), en su tesis doctoral: "La Nueva Matemática en la 
Educación Secundaria Peruana", .en la Universidad Nacional Mayor de 
San Marcos. Llega a las siguientes conclusiones: 
Es de suma importancia introducir cambios en los contenidos 
curriculares de la matemática en la educación secundaria. Solo de esta 
manera podemos lograr el cambio de actitudes de los alumnos, así 
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mismo se les liberaría de dar a los alumnos, las posibilidades de 
autonomía en el aprendizaje de la matemática y no quedarse en lo que 
siempre han estado sometidos. 
Sulca, (2000), en su tesis: "Uso de la Regla y el Compás para la 
Enseñanza Aprendizaje de las Matemáticas en Educación Secundaria", 
para obtener el Grado Académico de Magister en Enseñanza de la 
Matemática, presentada en la Pontificia Universidad Católica del Perú, 
sostiene que el uso de la regla y el compás durante las sesiones de 
clase, elevan el rendimiento académico de los alumnos en el dominio 
. cognoscitivo de algunos temas de la Matemática en la Educación 
Secundaria. 
Del proceso experimental que realizó con alumnos del cuarto grado de 
educación secundaria, confirma significativamente su planteamiento y 
concluye que "El uso de la regla y compás en la solución de problemas 
geométricos hace que el alumno tenga mayor preocupación por el 
aprendizaje .comprer:Jsivo, es 'decir, ;las cconstr;uccior:tes motivan el trabajo 
escolar. El solo hecho de estar manipulando objetos con la regla, el 
compás y las escuadras nos conduce a concentrarnos, y su uso 
adecuado nos permite deducir y verificar sus propiedades, así como las 
demostraciones de los teoremas". 
1.1.2. ANTECEDENTES INTERNACIONALES 
Castro, (2004), Universidad de los Andes Táchira-Venezuela, título: "El 
desarrollo de la noción de espacio en el niño de educación inicial". Ésta 
es una investigación de tipo documental que trata de la Noción de 
Espacio la cual constituye uno de los marcos lógico-matemáticos 
fundamentales, que ha de servir para estructurar el futuro pensamiento 
abstracto-formal. 
En resumen, señala que resulta imperioso el conocimiento de. tal 
proceso por parte de los docentes que atienden a grupos de niños en 
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sus primeros años de vida escolar especialmente en el nivel de pre-
escolar, pues de ello dependerá la adecuada selección de estrategias de 
enseñanza y de actividades de aprendizaje que fomenten el desarrollo 
de las nociones de carácter topológico, proyectivo y euclidiano que 
garanticen, a futuro, la comprensión de los principios fundamentales de 
la Geometría. 
Martínez, (2003), desarrolló la·Tesis "Planificación de estrategias para la 
enseñanza de la matemática en la segunda etapa de educación básica" 
en Valparaíso - Chile. 
Las conclusiones determinan que la influencia de la planificación de 
estrategias para la enseñanza de la matemática se concretan en una 
enseñanza de buena calidad, reflejada en el dominio pleno de los 
conocimientos matemáticos del referido nivel educativo, adjunto al 
manejo de medios para motivar al educando en desarrollo del 
pensamiento lógico (procesos mentales para el razonamiento), también 
.. desarrolla valores ·Y actitudes en .el.alumno. 
Otra conclusión es que la planificación va inmersa a las estrategias, las 
cuales deben ser adecuadas para que el alumno pueda construir su 
propio aprendizaje tomando en cuenta sus experiencias, expectativas y 
necesidades previas. 
Quevedo, (2000), en su tesis doctoral "Sistema de Aprendizaje de 
funciones a partir de ejemplos". Universidad de Oviedo. Hay dos 
corrientes fundamentales en el aprendizaje automático a partir de 
ejemplos: los sistemas que tratan de sintetizar reglas capaces de 
clasificar casos no vistos en un conjunto finito de categorías discretas, y 
los algoritmos que persiguen la inducción de funciones. 
En esta tesis se combinan los dos planteamientos para obtener un nuevo 
método capaz de aprender funciones y que usa, como una herramienta central 
un sistema de aprendizaje automático de categorías discretas. 
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El resultado es un mecanismo capaz de manejar de manera natural 
tanto atributos cor1 valores discretos como continuos y construyendo 
funciones parcialmente definidas por aplicaciones lineales a partir de un 
subconjunto de atributos numéricos del dominio . El sistema así obtenido 
se llama SAFE. 
Es un sistema numérico completo y eficiente para el aprendizaje en sí 
mismo, resolver ecuaciones cuadráticas con discriminante negativo y el 
estudio de las funciones matemáticas tal como lo asevera dicha tesis, 
1.2. BASES TEÓRICAS 
1.2.1. LA NUEVA ORGANIZACIÓN DE LA CIENCIA MATEMÁTICA 
El grupo matemático francés Bourbaki se propuso encontrar formas o 
estructuras que fueron comunes a los diversos contenidos de las ramas 
matemáticas. Su procedimiento fue una especia de análisis regresivo 
comer~zan<:lo dese;! e .cada .estrl:lctura ,en cada ,rama, .reduciéndola luego a 
su forma m.ás elemental. Esta búsqueda condujo a tres estructuras 
independientes que son reducibles entre sí o por combinación de dos o 
más estructuras todas las otras pueden ser generadas. Por esta razón 
se llaman estructuras madres. A continuación examinemos con detalle 
cada una de esta:s tres estructuras madres. 
La primera es la que el Grupo Bourbaki llamó ESTRUCTURAS 
ALGEBRAICAS. El prototipo de esta estructura es la noción matemática 
de grupo. Hay toda clase de grupos matemáticos; el grupo de 
desplazamiento como se encuentra en geometría, el grupo aditivo de los 
números .enteros etc. Las estructuras algebraicas están caracterizados 
por su forma de reversibilidad, la cual es de inversión en el sentido 
siguiente: p + (-p) =O, la cual se lee como "la operación aditiva operada 
con su opuesto, es igual a cero, los · grupos conmutativos, aditivos, 
avelianos son claros ejemplos del tema. 
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El segundo tipo de estructura es (de) la de ORDEN. Esta estructura 
se aplica a relaciones mientras que la estructura algebraica se aplica 
esencialmente a clases y a números. El prototipo de una estructura de 
orden es el reticulado (Laticce) y la forma de reversibilidad característica 
de una estructura de orden es la reciprocidad. 
El tercer tipo de estructura es la estructura TOPOLÓGICA basada 
en nociones tales como: Vecindad, fronteras, límites de 
aproximación. Esto no solo se aplica a la geometría sino también a 
muchas otras áreas de la matemática. Sin embargo en el pensamiento 
de un niño tan tierno, como uno de 6 ó 7 años de edad se ha encontrado 
estructuras que semejan cada uno de estos tres tipos. 
INTERPRETACIÓN 
GEOMÉTRICOS 
TOPOLÓGICA DE LOS CONCEPTOS 
La Topología es una disciplina de la matemática en la cual la cantidad 
está suprimida por completo, y que es puramente cualitativa; dos figuras 
son equivalentes, siempre que podamos .pasar de una .a ·otra ·por medi0 
de una deformación continua, cual quiera sea la ley de esta deformación, 
a condición de que respete la continuidad. Así un círculo es equivalente 
a una elipse o también a una curva cerrada cualquiera pero no es 
equivalente a un segmento de recta, porque tal segmento no es cerrado, 
una esfera es equivalente a una superficie convexa cualquiera pero no 
es equivalente a un toro, porque en un toro hay una abertura que la 
esfera no posee. 
Propiedades geométricas cualitativas. Las propiedades de las figuras 
que se enuncian específicamente en la geometría elemental son, en su 
mayor parte, propiedades métricas, es decir, propiedades que dependen 
de magnitudes o medidas. Tales son por ejemplo: la igualdad de dos 
triángulos, la de dos ángulos, la propiedad de un cuadrilátero de ser 
cuadrado, etc. Pero ciertas propiedades de las figuras son 
completamente independientes de magnitudes y mediadas, no se 
consideran por separado en geometría elemental. 
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Hay ciertas propiedades cualitativas que el interior de un círculo, el de 
una elipse y el de un cuadrado poseen en común, pero que el interior de 
una corona circular no posee. 
Consideramos ahora una circunferencia en el plano. Esta divide el resto 
del plano en dos partes. Dos puntos de una misma parte pueden unirse 
siempre por medio de una línea poligonal plana sin que esta corte a la 
circunferencia, mientras que toda línea poligonal plana que unados 
puntos cualesquiera pertenecientes a cada una de las dos partes, 
respectivamente, corta a la circunferencia. Pero se puede modificar 
convenientemente la forma métrica de la circunferencia sin agregar esta 
propiedad: Si se reemplaza la circunferencia por una elipse o una línea 
poligonal simple, cerrada; esta propiedad subsiste. 
BASES PSICOLÓGICAS DEL APRENDIZAJE DE LA MATEMÁTICA 
Piaget afirma que el nivel pre-lógico, corresponde un periodo pre-
numérico. En el curso del pensamiento psicológico, pre-operativo del 
niño, es decir, puramente intuitivo, no hay número propiamente .dicho, 
sino únicamente figuras perceptivas. 
Piaget afirma que la idea de conservación, constituye una condición 
necesaria de toda actividad racional, y en el pensamiento matemático no 
escapa a tal regla. 
Las nociones aritméticas se estructuran progresivamente en función de 
las exigencias de conservación. 
Según Piaget, la inteligencia aparece esencialmente como una 
coordinación de las acciones, esto significa que las operaciones lógicas 
no son innatas, sino que se desarrollan en la mente infantil según un 
proceso _que comprende cuatro etapas fundamentales: 
La primera fase comprende los dos primeros años de la vida. En ella el 
niño logra cierta coordinación sensorio motoras en la que se distinguen, 
en forma práctica y no representativa, ciertas conexiones y ciertas 
generalizaciones. 
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En la segunda fase, que comprende de los dos a los siete- ocho años, 
se da un periodo representativo preparatorio, aparece la capacidad de 
simbolización, junto con la ayuda de las imágenes verbales que le 
suministra el lenguaje, hace que pueda empezar a pensar en un objeto 
que no está ante su vista 
En la tercera fase, va desde los 7 - 8 años hasta los 11 - 12 años, se 
constituye una lógica llamada "operaciones concretas" que se refiere a 
los objetos pero todavía no a las proposiciones. Su pensamiento es 
sensible sólo en base a un material perceptivo. En esta tercera fase es 
donde se realiza el aprendizaje de las matemáticas elementales. 
En la cuarta etapa, que comprende de los 11 - 12 años a los 14 - 15 
años, el niño alcanza la lógica formal, es la etapa de las operaciones 
formales, el niño puede realizar razonamientos matemáticos formales y 
en consecuencia puede pensar sobre hipótesis formadas verbalmente. 
Las operaciones mentales las realiza ahora no sobre objetos, sino sobre 
proposiciones. 
OBJETIVOS DE LA ENSEÑANZA DE LA GEOMETRÍA EN 
EDUCACIÓN SECUNDARIA 
Actualmente hay una fuerte tendencia a integrar la geometría con las 
estructuras de la matemática elemental, basada en los conjuntos. De 
aquí que los objetivos generales de la enseñanza de la matemática sean 
también objetivos de la enseñanza geométrica. 
Sin embargo hay ciertas particularidades y factores sicológicos en el 
tratamiento geométrico de las estructuras matemáticas, que (se) 
conducen a distinguir objetivos especiales de la enseñanza de la 
geometría. De igual manera hay factores psicológicos y pedagógicos 
que obligatoriamente deben estar presente en el proceso de enseñanza 
- aprendizaje de la geometría. 
Entre ellos podemos señalar los siguientes: 
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1. Simple Matematización del espacio físico y aplicaciones directa de 
ello. 
La geometría euclidiana elemental se fue desarrollando con la 
organización conceptual del espacio físico. Esta Organización local sigue 
siendo válida para las actividades diarias del hombre. Durante toda su 
vida el alumno se encontrará con objetos concretos, relaciones 
concretas y transformaciones concretas, que pueden ser representadas 
esquemáticamente como objetos geométricos, relaciones geométricas y 
transformaciones geométricas. El alumno debe ser capaz de 
esquematizar geométricamente las situaciones reales. 
2. Iniciación en el estudio de las estructuras fundamentales de la 
matemática contemporánea y el refinamiento de la intuición 
geométrica. 
Este es un nuevo e importante objetivo de la geometría. Durante los 
últimos cien años se ha visto de manera evidente que la geometría 
puede servir tanto para el estudio de las estructuras algebraicas (grupos, 
por ejemp·lo) como para el estudio de la estructura topológica del 
espacio. En particular, el espacio afín y el espacio vectorial son 
estructuras importantes cuya interpretación geométrica puede ayudar 
mucho a aclarar y entender su significado. 
3. Iniciación a los aspectos formales del razonamiento matemático 
En otros tiempos la geometría sintética euclidiana era considerada como 
el único modelo para introducir y ejercitar en la escuela secundaria, la 
precisión y el razonamiento lógico matemático, el cálculo y el manejo 
dinámico de los conceptos. 
Actualmente la geometría ha perdido esta posición de privilegio e incluso 
sabemos que la presentación clásica no es la más conveniente para esta 
misión a pesar de que subsiste la opinión general de que uno de los 
objetivos principales de la enseñanza de la geometría es precisamente 
iniciar a los alumnos en la lógica matemática, en el reconocimiento del 
plano y del espacio, 
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LOS CONTENIDOS DE LA GEOMETRÍA 
La recta y sus subconjuntos: El punto, rectas, semirrectas abiertas, 
rayos, segmentos. 
El plano y sus propiedades: Determinación de un plano, intersección 
unión, la recta y el plano. Semiplanos. 
Subconjuntos del plano: ángulos, triángulos, curvas cerradas simples y 
regiones poligonales, conjuntos convexos. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE 
No debemos restar importancia a la trascendental aportación que las 
teorías psicológicas han brindado a la Educación, desde una 
conceptualización rigurosa de los fenómenos, hasta la interpretación 
más prolija de los mismos establecida de la vía experimental. 
El fin último de estos esfuerzos se ha guiado con fundamento riguroso 
hacia el análisis de procesos, variables y fenómenos psicoeducativos, 
pedagógicos y didácticos. 
Es por ello que han de considerarse los principios del aprendizaje que 
todo contenido conlleva, así como la adecuación a la fase evolutiva del 
alumno al cual va dirigido. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE DEL PARADIGMA CONDUCTUAL 
1 . Cuando el estímulo y la correspondiente respuesta se producen 
en intervalos cortos, terminan asociándose. 
2. Con la repetición frecuente de lo que se aprende se llega a 
automatizar dentro de un manejo pertinente de los conceptos y 
conocimientos. 
3. Solo se repite aquello que, en virtud de sus consecuencias, es 
satisfactorio, motivador, estimulante o agradable. Todo lo que no 
sea así, se evitará. 
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PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE GENERAL DE BURTON 
1 . El proceso de aprendizaje consiste en experimentar la acción que 
ha de ser aprendida, pero simultáneamente tiene lugar una 
multitud de variadas actividades y resultados de aprendizaje. 
2. El proceso de aprendizaje se produce mediante una amplia 
variedad de experiencias y materias de estudio. 
3. Las respuestas del individuo durante el aprendizaje son 
modificadas por las consecuencias de éste sobre aquél. 
4. El objetivo del aprendizaje domina la situación de aprendizaje y 
conduce a resultados deseables. 
5. A la inicial necesidad y existencia de una finalidad se une, en un 
momento dado, una motivación intrínseca o extrínseca. 
6. La madurez y la experiencia del alumno deben ser quienes 
ajusten el proceso de aprendizaje por encima de otras 
consideraciones. 
7. El conocimiento de los progresos y las deficiencias, y la fijación 
del nivel de competencia (objetivos reales a conseguir según 
capacidades), influyen de forma positiva en el desarrollo del 
proceso del aprendizaje. 
8. El proceso de aprendizaje se facilita bajo la orientación didáctica 
de personas del entorno del alumno. 
9. Los productos del aprendizaje son normas, valores, significados, 
actitudes y destrezas. 
1 O. Los productos del aprendizaje logrados son los que satisfacen 
una necesidad y al mismo tiempo son útiles. 
11. Si las condiciones del aprendizaje son óptimas y la disposición del 
alumno positiva para recibirlo, lo que se aprende se integra de 
forma adaptable según las necesidades. La trasferencia del 
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aprendizaje se realizará eficazmente cuando el alumno descubra 
las relaciones entre tareas distintas. 
12. La automatización de ciertos aprendizajes que se dan mediante 
memorización o mera repetición, puede resultar nociva si el que 
aprende no descubre el significado de la reiteración. Además de 
practicarla o distribuirla antes que ejercitarla durante largos 
períodos. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE GENERAL DE HEREDIA ANCONA 
1 . El reforzamiento favorece el aprendizaje 
2. Se aprenden mejor las actividades realizadas intencionalmente. 
3. La organización de la información dentro de un contexto favorece 
el aprendizaje. 
4. El conocimiento de los resultados de la propia actividad favorece 
el aprendizaje. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE LÓGICO DE LAS MATEMÁTICAS 
DE PIAGET. 
1. La formación de conceptos matemáticos irá precedida de 
experiencias lúdicas, estructuradas y prácticas que sirvan · de 
introducción para aquéllos. 
2. Es importante posponer el análisis para edades más avanzadas y 
centrarse en la construcción del conocimiento. 
3. Los conceptos que se componen de más de una variable se 
abordarán a través de experiencias donde todas y cada una de 
esas variables sean tratadas. 
4. Dado que a estas edades el conocimiento se dirige gradualmente 
hacia un proceso de abstracción, conviene que el cuerpo de 
conocimiento se presente, si es posible, de distintas formas. En 
este modo de actuar se captará lo que de común y frecuente 
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presentan las diferentes opciones, lo que provoca la 
generalización y formalización del concepto. 
PRINCIPIOS PSICOPEDAGÓGICOS BÁSICOS DE LA ENSEÑANZA 
DE LA MATEMÁTICA MODERNA DE PIAGET. 
1. Para entender realmente un concepto, una idea, una noción, etc., 
es necesario que el alumno la reinvente a través de procesos de 
equilibración. 
2. Cuando un alumno es incapaz de expresar con palabras lo que si 
pueden hacer o comprender, deben plantearse aprendizajes 
donde se impliquen, de forma realista y consciente, los procesos 
de razonamiento del alumno. 
3. La creación de una estructura, a modo de nexo, entre la 
Matemática formales, puesto que las estructuras utilizadas en 
unas y otras no son las mismas, es esencial para organizar el 
contenido de las matemáticas de manera que, las actividades 
propuestas, se presten a favorecer el desarrollo de las ideas 
intuitivas hacia un proceso de formalización sistemático. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO DE AUSUBEL. 
1. El aprendizaje significativo presupone la asimilación eficaz del 
nuevo contenido-
2. El . aprendizaje significativo confiere la construcción de nuevos 
conocimientos y la variación de las estructuras ideativas en 
función de las recientes apropiaciones. 
3. Conforme se aprende, el alumno adquiere una diferencia 
progresiva de los nuevos contenidos. 
4. El aprendizaje significativo supone una reconciliación integradora 
de todos los contenidos de aprendizajes. 
PRINCIPIOS DEL APRENDIZAJE SIGNIFICATIVO (LOGSE). 
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1. Asegurar la relación de las actividades de enseñanza y 
aprendizaje con la vida real del alumnado partiendo, siempre que 
sea posible, de las experiencias que posee. 
2. Facilitar la construcción de aprendizaje que permitan a los 
alumnos y alumnas establecer relaciones sustantivas entre los 
conocimientos y experiencias previas y los nuevos aprendizajes. 
3. El enfoque globalizador que caracteriza esta etapa requiere 
organizar los contenidos en torno a ejes que permitan abordar los 
problemas, las situaciones y los acontecimientos dentro de un 
contexto y en su globalidad. 
4. La inter~cción alumno-profesor y alumno-alumno es esencial para 
que se produzca la construcción de aprendizajes significativos y la 
adquisición de contenidos de claro componente cultural y social. 
5. Potenciar el interés espontaneo de los alumnos en el 
conocimiento de los códigos convencionales e instrumentos de 
cultura, sabiendo que las dificultades que estos aprendizajes 
comportan pueden desmotivarles y que, por tanto, es necesario 
preverlas y graduar las actividades para llevar a cabo dichos 
aprendizajes. 
6. Tener en cuenta las peculiaridades de cada grupo y los ritmos de 
aprendizaje de cada niño 
ENSEÑANZA DE LA MATEMÁTICA 
La revista de "elementos de matemática para la enseñanza media", hace 
sugerencias al tratamiento de la (matemática actual) geometría de 
Euclides, en el sentido que debe aprenderse informalmente en los 
primeros años de la escuela secundaria, y sugiere investigar y 
experimentar con el espíritu de la matemática contemporánea, el cual es 
la orientación y el desarrollo de esta a través de las estructuras. 
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"Nuevas tendencias en la enseñanza de la Matemática" volumen 111, 
elaborado por la UNESCO, dice en lo referente a la enseñanza de la 
geometría, la geometría sintética euclidiana elemental, que se considera 
actualmente como una mina agotada para investigación matemática. 
Como vemos aquí deja entrever la posibilidad de darle un impulso a la 
geometría relacionándolo con otras ramas de la matemática. 
Por otro lado Fausto Toranzos en su libro "Enseñanza de la matemática, 
en la parte de la geometría dice: "Más importante que el conocimiento de 
detalles de teoremas y corolarios, es que el alumno se forme la clara 
idea de lo que es el método racional. La visión de conjunto de la 
disciplina como reunión de temas lógicamente coordinados es lo que 
interesa en matemáticas" (Toranzos 371 pp 1992), como vemos aquí el 
problema de la geometría actual lo reduce al método. 
GEOMETRÍA 
La preocupación y ansiedad existentes en nuestros días porque los 
niños adquieran destrezas numéricas tiende a oscurecer el hecho real 
de que casi todo el mundo ha de afrontar con mucha mayor frecuencia 
problemas espaciales que problemas numéricos, ya sea trabajando de 
albañil, de diseñador de ropa o de dibujante, ya en actividades 
cotidianas como estacionar el coche, jugar al tenis o montar una 
estantería. 
Si las matemáticas ofrecen una vía para comprender y apreciar el valor 
de nuestro entorno, una gran parte de esa apreciación será fruto de la 
comprensión y captación de lo espacial, por la sencilla razón de que 
nuestro ambiente físico lo es. 
LA GEOMETRÍA Y EL ESPACIO 
La primera idea que se tiene de Geometría es: figuras geométricas 
planas, medidas, "exploración del espacio". 
24 
El espacio es lo que nos rodea, por donde nos movemos. Pero una 
definición rigurosa de espacio es: "medio continuo, tridimensional, de 
límhes indefinidos que contiene todos los objetos y donde se desarrollan 
todas las actividades." 
Una idea más rigurosa de Geometría es: "Ciencia que tiene por objeto 
analizar, organizar y sistematizar los conocimientos espaciales." La 
geometría del espacio desde la teoría euclideana es la más conocida, 
pero no es todo. 
CONOCIMIENTO GEOMÉTRICO 
Sharma (1979) pone de manifiesto en sus investigaciones, que en las 
personas diestras los hemisferios izquierdo y derecho se ocupan 
fundamentalmente de los siguientes aspectos del procesamiento de la 
información: 
HEMISFEfTIIO IZQUIERDO: 
• "Piensa" en las palabras. 
• Procesa la información bit a 
bit. 
• Organiza secuencialmente 
la información. 
• Procesa desde las partes 
hacia el todo. 
• La descripción de materiales 
visuales recibidos en el 
hemisferio izquierdo se hace 
de forma hablada y escrita. 
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HEMISFERIO DERECHO: 
• "Piensa" en imágenes. 
• Se ocupa de aspectos 
espaciales y visuales. 
• La información se procesa 
en una configuración global. 
• Procesa desde el todo hacia 
las partes. 
• Es el centro de la intuición y 
la creatividad. 
• Comunica por medio de 
acciones e imágenes. 
• La información que recibe 
puede ser comunicada al 
izquierdo por el lenguaje 
hablado y escrito. 
Esto hace que haya dos perfiles de aprendizaje geométrico: 
NATURALEZA VISUAL 
1. Se realiza de forma directa 




Ej: Círculo es algo que 
rueda, como Una galleta, 
una tapadera ... 
RELACIONES 
NATURALEZA VERBAL 
1. Se realiza de forma 




Ej: Círculo, lugar geométrico 
de los puntos del plano 
cuya distancia a un punto 
fijo llamado centro es menor 
que una constante r (radio). 
Las relaciones son las distintas conexiones que podemos hacer entre 
los elementos. 
Estas relaciones y elementos se agrupan en tres grandes bloques y que 
a la vez, según Piaget, determinan el orden en que son adquiridos por 
los niños: 
Relaciones topológicas: Son aquellas relaciones que no varían por una 
deformación bicontinua (dos veces continua, que no varía ni por estirar 
ni por girar). 
Ejemplos: Número de lados, abierto, cerrado, orden. 
Relaciones proyectivas: Son las relaciones que varían al cambiar el 
punto de proyección (el punto de vista desde donde los miro). 
Ejemplos: arriba, abajo, derecha, detrás, delante. 
Relaciones métricas: Son todas las relaciones que dependen de 




Vamos a ver que hay una serie de elementos y relaciones geométricas 
que no varían ante determinados cambios (estiramientos y giros), y que 
precisamente por esa invarianza son más asequibles al conocimiento del 
niño. 
Si hacemos un dibujo en una membrana de caucho (o en la superficie de 
un globo), y la· estiramos y giramos libremente, habrá cosas que cambien 
- la forma del dibujo, la longitud de una línea - y cosas que no - si un 
punto está dentro de una figura, si una línea es contínua - Éstas 
segundas son las primeras que adquiere el niño y son las que se 
conocen como relaciones y conceptos topológicos. 
RELACIONES TOPOLÓGICAS BÁSICAS 
Vamos a definir y explicar las principales relaciones topológicas básicas. 
Simple, 
compleja 
U na línea es simple si no tiene nudos (puntos por c}onde la 
línea pasa más de una vez) 
Una línea es compleja si los tiene. 
;\s· e•,.,,,, ' ' • , .'- ·f~.-::.·,: ,:.·.:.,·~·-::,;·,.,_ ·''.,,··~·:'·:,;, . •::·~< .. ::. "'": ·;;\. ~-~}"'",.. .. ~~- ... ·.": •' 1' 
.\CÓÜtinuC>,--, .)~.'}·: . . giia.líne.a e~;.~ontim~a:sl:s~:p.ti~dé·recorpif: s¡n:ieY:antar\~t:;> 
~~~~~?:rti:1~~J·:~-·/~' .~,~:~·-~ .· ·;\:~.· ... :.: ...... ·::·~-~.:· .... ·· ·>:.;:'):~::;;:,:·¡, 
'~!": :~._;r; .::•::.( .. ,_>:<r: 'U~~ línea ~s d!scon!in~en~c;as?·c.o¡ttTario:,.··· : .. 
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Dentro Una línea cerrada delimita dos regiones, y esa línea que 





Un punto A está dentro (es interior) si está rodeado por la 
línea, y B está fuera (es exterior) si no está rodeado. 
Un punto es interior si al trazar cualquier semirrecta que 
salga de él, corta a la frontera un número impar de veces. 
Un punto es exterior si corta un níimero par de v~ces. 
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TERMINOS DE GEOMETRIA 
En Geometría, una demostración es un razonamiento mediante el cual 
se establece de una manera lógica la verdad o la falsedad de una 
proposición. 
Un teorema es una proposición que hay que demostrar. 
Un axioma es una proposición que se admite como evidente. 
Una construcción es la representación de una figura por medio de 
puntos y líneas. 
Un postulado es el enunciado de una cierta relación muy sencilla que 
se admite como verdadera. 
Un corolario es un enunciado que se deduce de un teorema y que al 
igual, se puede demostrar, 
LA DEMOSTRACIÓN. PARTES DE UNA DEMOSTRACIÓN. 
PROPOSICIÓN. 
HIPÓTESIS. TESIS. RECONOCIMEINTO. CONCLUSIÓN. 
Un problema es una proposición en la que se pide la construcción de 
una figura de manera que satisfaga determinadas condiciones, o bien el 
cálculo de una magnitud desconocida. En ambos casos, cuando se ha 
obtenido lo que se pedía, se dice que se ha resuelto el problema. 
El enunciado completo de un teorema consta de dos partes: la 
hipótesis, que es lo que se supone, y la conclusión o tesis, que es lo 
que se trata de demostrar, y que se deduce de la hipótesis. 
Los teoremas y problemas de Geometría constituyen la parte más 
importante de su contenido. Una vez dadas las diferentes definiciones, 
para disponer de un vocabulario geométrico, y una vez enunciando los 
axiomas y postulados, para que la Geometría tenga un punto de partida, 
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toda la sustancia o contenido de la verdad geométrica de la Geometría 
en sí, está contenida en los teoremas y problemas. Cuando los teoremas 
quedan demostrados y los problemas resueltos, se obtienen todos los 
conocimientos geométricos. (No hay que confundir el término "teorema" 
con "teoría". Una teoría podrá o no ser susceptible de demostración, 
mientras que un teorema siempre puede ser demostrado. Por 
consiguiente, el principal e inmediato objeto de la Geometría es enunciar 
y demostrar teoremas, y enunciar y resolver problemas. 
LOS TEOREMAS Y SU DEMOSTRACIÓN. 
Ya se ha definido un teorema como una proposición que hay que 
demostrar y hemos dicho que consta de hipótesis y de tesis. Una 
afirmación como la siguiente: 
Si dos líneas rectas se cortan, los ángulos que se forman son 
iguales, es un teorema, La primera parte de la proposición, la que 
precede a la primera .coma, es ·la hipótesis, Y. la Begunda parte, la tesis. 
En la segunda parte del enunciado completo la que hay que demostrar. 
Una demostración se puede escribir de diferentes maneras. Así, por 
ejemplo, se puede enunciar el teorema, dibujar una figura para 
representar la hipótesis, señalándola con letras para poder referirse a 
ella con comodidad, y expresar después la hipótesis y la tesis o 
conclusión por medio de esas letras. Empezando por la hipótesis o por 
una construcción adicional si es necesaria, se dan después los pasos 
convenientes para el razonamiento en el orden lógico y adecuado, 
explicando la razón de cada uno de ellos, hasta que finalmente una de 
esas afirmaciones es la conclusión deseada. El teorema habrá sido 
entonces demostrado. 
Este es el método que siguió Euclides y que se ha venido usando desde 
entonces. Los enunciados convienen que sean muy precisos y tan cortos 
como sea posible. No se debe omitir nada necesario, ni incluir nada 
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superfluo. En la forma estrictamente euclidiana, al final de la 
demostración se añaden las letras c.s.q.d., que representan las palabras 
11 COmo se quería demostrar~~. 
Otra forma de demostración es la que empieza con un estudio general 
de una figura previamente constituida, y, de una manera informal, como 
en la conversación o descripción, pone de manifiesto hechos y 
propiedades sucesivas, utilizando construcciones adicionales siempre 
que sea necesario, hasta que se llega a alguna conclusión importante. 
Definición. Es una convención, un cambio de palabras que se establece 
con el propósito de abreviar la expresión sin introducir algún concepto 
nuevo. 
Axioma. Etimológicamente significa valor o dignidad. 
Aristóteles (384-322 a de J.C.). Los axiomas son las proposiciones 
primeras de las cuales parte la ·demostración. 
Descartes, René (1596-1650). Los axiomas son verdades eternas que 
residen en nuestra mente. 
Locke, John (1632-1704). Los axiomas son proposiciones originales que 
la experiencia hace explícita. 
Kant, lmmanuel (1724-1804). Principios sintéticos a priori (que precede 
del efecto a la causa}, en cuanto son evidentemente ciertos. 
Mili, John Stuart (1806-1873). Los axiomas son verdades 
experimentales, generalizaciones de la experimentación. 
Russell, Jean Jacques (1712-1778), Frege, Gottlob (1848-1925), 
Peano, Giusseppe (1858-1932), y Hilbert, David (1862-1943): Los 
axiomas no son verdaderos ni falsos, han sido adoptados 
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convencionalmente por motivos de conveniencia, como fundamentos o 
premisas del discurso matemático. 
Teorema. Consta de dos partes, la hipótesis que es lo que se supone y 
la conclusión o tesis que es lo que se trata de demostrar y se deduce de 
la hipótesis. 
Para Aristóteles un teorema es cualquier proposición demostrable, por lo 
que este término ingresa al lenguaje matemático desde esos tiempos 
remotos. 
Principio. Punto de partida y fundamento de un proceso cualquiera. 
Para Christian Wolf (1679-1754), un principio es lo que contiene es sí la 
razón de alguna otra cosa. 
Para Henri Poincaré (1854-1912), un pnnc1p1o es una ley empírica 
sustituida al control de la experiencia mediante oportunas convenciones 
y por razones de comodidad. 
Aunque la matemática es una ciencia de carácter y origen abstracto, es 
importante resaltar que muchos de sus contenidos se han relacionado 
con aspectos físicos. 
Aquí se da una definición de lo que se considera ley de la naturaleza. 
Ley de la naturaleza es una regularidad establecida con seguridad 
bastante de los observados en el acontecer natural, siempre y cuando se 
le considere en el sentido del principio de causalidad. 
Principio de causalidad. Todo proceso natural está absoluta y 
cuantitativamente determinado al menos por la totalidad de las 
circunstancias o condiciones físicas que ~compañan su aparición. 
Postulado. Proposición que ni es evidente ni ha sido demostrada, pero 
que es necesario admitir porque es el único principio del que se deduce 
una verdad indudable. 
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Dimensión. Todo aquello susceptible de ser medido. En geometría, es 
una de las propiedades del espacio. 
El espacio tal y como lo conocemos, es tridimensional. Para definir un 
1 
volumen se necesitan tres medidas (dimensiones) largo, ancho y altura. 
En Álgebra se usa un concepto más abstracto, a menudo se utilizan 
espacios con cuatro o incluso con un número infinito de dimensiones. 
Estos espacios no tienen sentido en el mundo real, pero son 
herramientas muy útiles y resultan esenciales en ciertas disciplinas, 
entre ellas la física cuántica. 
En la física clásica, al espacio se le considera homogéneo e isótropo. 
Homogéneo, ya que no existen puntos privilegiados; esto es, sí 
trasladamos un cuerpo a través del espacio, todos los puntos por los que 
pasa en su movimiento tienen las mismas características isótropo, 
puesto que no existen direcciones privilegiadas; es decir, si hacemos 
girar a ,un cuerpo, todos los segmentos ,rectilíneos ,qwe lo constituyen 
tienen las mismas características en cuanto al giro. 
Demostración. En geometría se refiere a un razonamiento mediante el 
cual se establece de una manera lógica la verdad o falsedad de una 
proposición. 
Construcción. Representación de una figura por puntos y líneas. 
Problema. Como ya mencionamos un problema es una proposición en 
que se pide la construcción de una figura que satisfaga determinadas 
condiciones; o bien, el cálculo de una magnitud desconocida. En ambos 
casos cuando se desarrolla un problema lo denominaremos resolución y 
al resultado solución. 
Resolución de un problema. Es el proceso que se da a una 
representación gráfica (construcción) de manera que satisfaga las 
condiciones establecidas previamente. 
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GEOMETRÍA 
Es la ciencia de la extensión y la posición en el espacio y la. relación entre 
ellos, mediante procedimientos específico. Se le considera como la 
ciencia de la posición, la forma y la magnitud, y que tiene por objeto el 
estudio de la extensión considerada bajo sus tres dimensiones línea, 
superficie y cuerpo. Es la parte de la matemática que estudia los 
problemas de forma, de medida y de posición de elementos geométricos 
así, como la relación entre ellos, por medio de procedimientos 
específicos. 
Las relaciones básicas y fundamentales de la geometría son sus axiomas 
y postulado, es decir, sus cimientos. 
Más concretamente, se puede considerar a la Geometría como la ciencia 
que trata de la construcción de figuras en condiciones. dadas, de su 
medida y propiedades. Por consiguiente, utilizando la segunda forma del 
enunciado, se tiene que: 
Geometría Plana es la ciencia que se trata de las figuras planas. Es la 
Geometría de dos dimensiones. 
Geometría del Espacio es la ciencia que trata de las figuras en el 
espacio. Es la Geometría de tres dimensiones. 
Elementos Básicos. Los elementos básicos de la geometría son el 
punto, la línea, la superficie y el cuerpo. 
Estos conceptos estrictamente son no definibles, sin embargo es 
importante tener una idea concreta de dichos conceptos; a saber: 
Punto. Se le considera como la intersección de dos líneas y es denotado 
con una letra mayúscula. Es la mínima expresión de la extensión y por lo 
tanto no tiene longitud, ni anchura, ni altura; solo nos indica una posición 
en el espacio. 
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Línea. Se considera generada por un punto en movimiento que sigue 
cierta dirección. Su longitud es indefinida. Se le considera como la 
intersección de dos planos. 
Es posible conceptualizarla como aquello que delimita a una superficie o 
como un conjunto de puntos que tienen como única medida la longitud. 
Superficie. Se considera generada por una línea en movimiento con una 
dirección determinada. Se entiende intuitivamente como la forma exterior 
de los cuerpos. Otra forma, es el límite que separa a un cuerpo del . 
espacio que lo rodea. Configuración geométrica con dos direcciones de 
expansión. 
Cuerpo. Se considera como la parte del espacio limitado por superficies 
llamadas caras. Puede ser sólido o hueco. 
Concepto de ángulo. Angula dellat. angulum, rincón. 
Este concepto aparentemente sencillo tiene diferentes acepciones según 
su uso, a saber: 
Curso de Geometría; Lamadrid Arturo A.; Vda. de Ch. Bouret; México 
1914. Se llama ángulo, a una figura plana formada por dos semirrectas 
que parten de un mismo origen. Las semirrectas se llaman lados del 
ángulo, su origen común vértice del ángulo. 
Elementos de Geometría; Bruño, G.M.; Edit. Enseñanza; México 
1950. Ángulo es la figura formada por dos semirrectas que parten de un 
mismo origen. Estas líneas se llaman lados del ángulo y su intersección 
vértice. 
Geometría Plana; Barnett Rich, PH. D.; McGraw Hill; México 1977. Se 
denomina ángulo, a una figura formada por dos rectas que se cortan en 
un punto. Las rectas se llaman lados del ángulo y el púnto es su vértice. 
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Enciclopedia Autodidáctica; Guillet, USA 1977. Ángulo es la porción 
de plano limitada por dos semirrectas que parten del mismo punto. 
Matemática; Diccionario Rioduero; España 1977. Ángulo: queda 
determinado por dos semirrectas con un origen común (el vértice) que se 
pueden superponer mediante un giro. La medida de este giro indica la 
medida del ángulo. 
Geometría Thompson, J. E.; UTEHA; México 1981. Cuando dos rectas 
se cortan en un punto o están trazadas en direcciones diferentes a partir 
del mismo punto, la figura que forman recibe el nombre de ángulo. Las 
rectas son los lados del ángulo y el punto en que se cortan es el vértice. 
Pequeño Larousse Ilustrado; Larouse; México 1988. Ángulo. Ángulo 
rectilíneo, abertura por dos líneas que parten de un mismo punto. 
Gran Enciclopedia Educativa; Programa Educativa Visual~ Colombia 
1991. Ángulo es la porción de plano limitado por dos semirrectas 
llamadas lados y un origen común llamado vértice del ángulo. 
Geometría y Trigonometría; Baldar; USA 1992. Ángulo es la abertura 
formada por dos semirrectas con un mismo origen llamado vértice. Las 
semirrectas se llaman lados. 
Nueva Enciclopedia Temática; Planeta; España 1993. Todo ángulo 
puede considerarse engendrado por la rotación de una semirrecta 
alrededor de su origen. Dicha rotación puede efectuarse en dos 
direcciones. 
Diccionario Enciclopédico; Grijalbo; Argentina 1995. Ángulo es la 
porción del plano comprendida entre dos semirrectas (lados) de origen 
común (vértice). Se mide según el arco intersecado por sus lados en una 
circunferencia centrada en el vértice, en grados sexagesimales o 
centesimales y en radianes. 
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Pequeño Larouse; México 1977. Ángulo (Lat. Angulum, rincón). Figura 
formada por dos semirrectas, o por dos semiplanos, o caras que se 
cortan. 
Libro de Texto de 3er. Año de Primaria SEP; México 2000. Un ángulo 
está formado por la unión de dos rayos, denominados lados que tienen el 
mismo punto externo o vértice. 
Libro de Texto de 6°. Año de Primaria SEP; México 2000. Ángulo es la 
magnitud de rotación de una semirrecta que gira sobre otra que 
permanece fija. 
Como puede observarse esta diversidad de definiciones seguramente ha 
provocado la confusión que presentan los alumnos no solo en esta etapa 
sino desde etapas tempranas. 
Consideramos que esta última definición cumple con las necesidades que 
manejamos cuando tratamos de .las rotaciones. Tal parece que los 
conceptos ángulo y giro se manejan por separado y no conjuntamente 
como debiera ser. 
EL PROCESO ENSEÑANZA- APRENDIZAJE. 
La escuela tradicional acepta y trabaja con una visión padronizada, 
. unitaria y cuantitativa de la inteligencia, considerando posible medirla con 
un instrumento o un test, determinar un número que exprese el Cl 
(coeficiente intelectual), de cada persona. De esta concepción surge 
también la práctica de valorizar como importante solo la capacidad 
lingüística y lógica (Gama, 1998). 
Las directrices para una pedagogía de calidad sugerida por los 
parámetros curriculares nacionales brasileros son: identidad, diversidad y 
autonomía, un currículum o·rientado a las competencias básicas, 
interdisciplinariedad, contextualización, importancia de la escuela base 
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nacional común y parte diversificada, formación general y preparación 
básica para el trabajo. De esta forma es necesario que la escuela tenga 
una identidad, una diversidad para usar la interdisciplinariedad y la 
contextualización con autonomía, con un currículum de competencias 
básicas, con base nacional y regional, para la formación general y 
preparación básica para el trabajo (BRASIL, 1999), como factor primordial 
para el desarrollo del educando. 
Para que exista un cambio es necesario un compromiso con la causa, 
que exige tanto reflexión y elaboración teórica, como también la 
consideración de que el cambio no depende del individuo, dado que las 
personas viven en -contextos históricos que limitan sus acciones en varios 
aspectos (VASCONCELOS, 2002). Cuándo se llega a este punto de 
conciencia aparece la pregunta de ¿cómo se puede hacer para cambiar y 
mejorar la práctica de los docentes? ¿Cómo se puede cambiar para que 
la educación como un todo pueda mejorar? No existen respuestas 
concretas, pues todo en la educación puede tardar mucho en suceder, 
pero la inspiración puede venir de exponentes de le educación como 
Paulo Freire, Celso Vasconcelos y otros. 
En la afirmación de Vasconcelos, (2002) vemos las siguientes palabras: 
"como educadores debemos conocer la realidad, buscando la práctica 
social, que es común al profesor y al alumno. El primer paso del educador 
como articulador del proceso de enseñanza aprendizaje es conocer la 
realidad con la cual va a trabajar, alumnos, escuelas, y comunidad, 
siendo fundamental conocer al educando, el conocimiento es producto de 
la inteligencia, de la misma forma que crea la inteligencia". 
1. Enseñar Geometría, ¿para qué? 
Muchas de las limitaciones que nuestros alumnos manifiestan sobre su 
comprensión acerca de temas de Geometría se deben al tipo de 
enseñanza que han tenido. Asimismo, el tipo de enseñanza que emplea el 
docente depende, en gran medida, de las concepciones que él tiene 
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sobre lo que es Geometría, cómo se aprende, qué significa saber esta 
rama de las Matemáticas y para qué se enseña. 
Muchos profesores identifican a la Geometría, principalmente, con temas 
como perímetros, superficies y volúmenes, limitándola sólo a las 
cuestiones métricas; para otros docentes, la principal preocupación es dar 
a conocer a los alumnos las figuras o relaciones geométricas con dibujos, 
su nombre y su definición, reduciendo las clases a una especie de 
glosario geométrico ilustrado. 
Es importante reflexionar sobre las razones para enseñar Geometría. Si el 
maestro tiene claro el porqué, estará en condiciones de tomar decisiones 
más acertadas acerca de su enseñanza. Una primera razón para dar esta 
asignatura la encontramos en nuestro entorno inmediato, basta con 
mirarlo y descubrir que en él se encuentran muchas relaciones y 
conceptos geométricos: 
La Geometría modela el espacio que percibimos, es decir, la Geometría 
es la Matemática del espacio. Por ejemplo, una habitación: es muy 
probable que Bishop (1983), citado por Bressan (2000), Razones para 
enseñar Geometría en la Educación Básica. 
"La Geometría modela el espacio que percibimos, es decir, la Geometría 
es la Matemática del espacio". 
¿Para qué enseñar y aprender Geometría?: 
Para conocer una rama de las Matemáticas más instructivas. 
Para cultivar la inteligencia. 
Para desarrollar estrategias de pensamiento. 
Para descubrir las propias posibilidades creativas. 
Para aprender una materia interesante y útil. 
Para fomentar una sensibilidad hacia lo bello. 
Para trabajar Matemáticas experimentalmente. 
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Para agudizar la visión del mundo que nos rodea. 
Para gozar de sus aplicaciones prácticas. 
Para disfrutar aprendiendo y enseñando. 
¿Cuál es el rol de los instrumentos geométricos? 
La enseñanza clásica de la geometría estuvo apoyada en dos pilares 
centrales: la fuerza de los algoritmos de construcción y la precisión en el 
uso de los instrumentos geométricos. 
Sin embargo, la actividad geométrica no es una actividad empírica, es 
una actividad racional. Podríamos afirmar, que el "uso del compás" no es 
un contenido de geometría. Su uso, bajo ciertas condiciones didácticas, 
exige poner en juego ciertas relaciones y propiedades de las figuras. Lo 
mismo ocurre con los otros instrumentos. 
La actividad empírica pone, por el contrario, límites a la posibilidad de 
sacar conclusiones sobre objetos geométricos. Hemos señalado el salto 
que se intenta que los alumnos den en la clase desde "no me sale" a "es 
imposible porque .. .'', o desde "me salió" a "es posible". 
Esto se vincula con otro aspecto: la exigencia de la precisión en los 
dibujos de los alumnos. Pensamos que ésta es importante sólo en 
algunos problemas. 
Por ejemplo, para demostrar por qué no existen triángulos obtusángulos 
equiláteros, los dibujos de figuras en los que se puede apoyar una 
explicación no exigen precisión. Se trata de ensayos o bosquejos 
tomados como figuras de análisis. 
En cambio, en un problema en el que hay que construir una figura de 
acuerdo con un mensaje recibido, o copiar un dibujo, la precisión es 
necesaria para validar la construcción con el modelo. 
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¿Qué secuenciación dar a la enseñanza? ¿Primero los elementos, 
luego las figuras, y finalmente los cuerpos? ¿O al revés? ¿Por qué? 
En la enseñanza de la matemática, durante años, se ha tenido una 
concepción acumulativa del aprendizaje y por lo tanto de la enseñanza: se 
enseña de a poco, se presenta de los más simple a lo más complejo. La 
idea era que los alumnos irían acumulando las porciones de conocimiento 
e integrándolas, etc. 
Es posible rastrear esta concepción para todos los contenidos. Ver 
Documento 5 GCBA (1998) 20 Ver Charnay, 1994. 
Hoy, frente al desarrollo de la didáctica de la matemática y la gran 
cantidad de estudios psicológicos sobre los procesos de construcción de 
conocimiento de los niños sobre diferentes objetos matemáticos, estamos 
en condiciones de reorientar la enseñanza teniendo en cuenta la 
necesaria complejidad de los objetos matemáticos y también los procesos 
cognitivos de los alumnos. 
Vale la pena desnaturalizar la idea de qué es lo simple y qué es lo 
complejo para los niños, conceptos que no siempre coinciden con el punto 
de vista de los adultos. Y por otra parte, consideramos' que es importante 
resguardar el sentido de los conocimientos matemáticos, es decir, que los 
mismos estén ligados a los problemas que permiten resolver. 
Como señala Gálvez, (1994) "Hasta la fecha, ha predominado una 
concepción según la cual basta con descomponer un saber, en su 
modalidad cultural, en pequeños trocitos aislados, y luego organizar su 
ingestión por los alumnos, en períodos breves y bien delimitados, según 
secuencias determinadas sobre la base del análisis del propio saber''. 
Estas ideas también tuvieron sus consecuencias en la enseñanza de la 
geometría: "primero enseñar elementos aislados (punto, recta, plano) y 
luego las figuras" o bien "primero enseñar cuerpos y luego figuras", bajo el 
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supuesto didáctico de que había que partir de lo vivencia! y concreto hacia 
la abstracción. 
Con respecto a la primera idea, recordemos que el objeto de estudio de la 
EGB en geometría son las propiedades de figuras y cuerpos geométricos. 
Esto no signifique que no sea importante definir o conceptualizar ciertos 
elementos (por ejemplo, distinguir segmento de recta), incorporar 
vocabulario nuevo (por ejemplo, "vamos a llamar "vértice" a lo que Uds. 
hasta ahóra llamaban punta"). 
Establecer acuerdos sobre formas de representación con los alumnos 
(por ej. "en este problema vamos a usar las letras minúsculas para 
representar los vértices, pero tengan en cuenta que en nuestro libro usan 
siempre mayúsculas para los puntos y minúsculas para las rectas), o 
inventar nuevas denominaciones (por ejemplo. "Entonces vamos a llamar 
romboides rectangulares" a aquellos que tienen solamente un ángulo 
recto). 
Desde la perspectiva que hemos desarrollado, las denominaciones, 
representaciones,. vocabulario, los acuerdos no son presentadas a los 
alumnos para ser usados luego, desprovistos de significado, sino que se 
institucionalizan o instalan como nuevo al servicio de los problemas con 
los que enfrentamos a los alumnos (por ejemplo, "vamos a seguir 
acortando este mensaje, para ello vamos a tratar de usar la mayor 
cantidad de vocabulario que estuvimos anotando en este cartel"). 
Con respecto a la segunda cuestión, la secuenciación entre cuerpos y 
figuras, no hay estudios didácticos que permitan hoy día afirmar que el 
estudio 21 Esta cuestión de "pasar de lo concreto a lo abstracto" se 
inscribe dentro de la problemática de los "malos entendidos" al aplicar las 
ideas piagetianas a la educación. 
Para ampliar estos aspectos sugerimos la lectura de Lerner, 1996; 
Castorina, 1998; Coll, 1983, 1998). 
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CONTENIDOS BÁSICOS DE TERCER GRADO. DEL DCN 2011 
Componente: Geometría y Medida 
GEOMETRÍA Y MEDIDA 
Polígonos 
Polígonos: clasificación. Suma de los ángulos internos. Perímetro. 
Área de polígonos regulares. Resolución de problemas. 
Circunferencia y círculo. 
- Ángulos, segmentos y su medición. 
Clases de ángulos. 
Bisectriz de un ángulo. 
Transformaciones Geométricas 
Reflexión respecto de un eje o simetría axial de figuras planas. 
Rotaciones de figuras planas. 
- Traslaciones de figuras planas. 
Composición de reflexiones respecto de un eje. 
Composición de transformaciones. 
Figuras y ángulos 
Figuras derivadas de patrones geométricos. 
Mediatriz y bisectriz. 
- Triángulos simétricos respecto de un eje. 
Rectas paralelas y perpendiculares. 
- Ángulos opuestos por el vértice y ángulos adyacentes. 
Suma de ángulos en el triángulo. 
- Ángulos exteriores en el triángulo. 
Nociones básicas de geometría plana 
Punto, recta y plano. 
Postulado de la regla (Cantor - Dedekind). Distancia entre dos 
puntos. 
Figuras. Segmento. Rayo. Semirrecta. 
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Conjuntos convexos. 
Separación del plano. Semiplanos. 
Ángulos y triángulos. 
Medida de ángulos. Clases de ángulos. 
Congruencia, Perpendicularidad y Paralelismo 
Congruencia de segmentos y de ángulos. 
Congruencia de triángulos. 
Triángulos isósceles y equiláteros. 
Rectas perpendiculares. Propiedades. 
Mediatriz de un segmento. 
Rectas paralelas. 
Ángulos determinados por dos rectas paralelas y una recta que las 
interseca. 
Relaciones angulares en un triángulo. 
Ángulos formados por las bisectrices de un triángulo. 
Polígono y circunferencia 
Polígonos. Clasificación. 
Suma de las medidas de los ángulos internos de un polígono. 
Diagonales de un polígono. 
Paralelogramos (rectángulo, rombo). 
Trapecio. 
Circunferencia y círculo. Propiedades. 
Ángulos en el círculo. 
Circunferencia inscrita y circunscrita. 
Semejanza de triángulos, área de regiones poligonales y circulares 
Segmentos proporcionales. 
Segmentos congruentes determinados por dos rectas que intersecan a 
dos rectas paralelas. 
Teorema de Thales. 
Semejanza de triángulos. 
Líneas notables en el triángulo. 
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Relaciones métricas en un triángulo. 
Teorema de Pitágoras. 
Relaciones métricas en el círculo. 
Áreas de regiones poligonales y circulares. 
1.3. DEFINICIONES DE TÉRMINOS BÁSICOS 
• Conceptos Topológicos: Relativo a los conceptos de la topología tales 
como espacio topológico, conjunto abierto, conjunto cerrado, interior, 
exterior frontera de un conjunto, conexidad, etc. 
• Conjunto Conexo: Un conjunto C de puntos se denomina Conexo, si 
para cada par de puntos del conjunto C existe una línea curva continua 
contenidos en dichos conjunto que contiene a dichos puntos. Una idea 
intuitiva de un conjunto conexo es que está "hecho de una pieza". 
• Conjunto Convexo: Un conjunto K se denomina convexo, si para dos 
puntos cualesquiera A y B del conjunto K, el segmento AB -está 
contenido en el conjunto K. 
• Geometría: Ciencia que estudia las propiedades de las figuras desde el 
punto de vista de su forma, de magnitud y la posición y sus relaciones 
entre ellas. 
• Intersección: Parte común a dos líneas, superficies, cuerpos o 
conjuntos que se cortan mutuamente. La intersección de dos líneas es 
un punto, las de dos superficies es un alinea y la de dos cuerpos una 
superficie. 
• Metodología Activa: Enseñanza más activa, que parte de los intereses 
del alumno y que sirve para la vida. Aunque en aquella época se dejaba 
sentir la necesidad de una escuela que prepara para la vida y más 
entroncada con la realidad, se trataba sobre todo de ideas prácticas, 
pero que tenían un escaso fundamento teórico. En especial, la teoría de 
Piaget, viene a proporcionar ese fundamento teórico, al explicar cómo se 
forman los conocimientos y el significado psicológico de muchas de las 




Misión: Facultad que se da a una persona para ir a desempeñar un 
cometido, también se dice a una cosa realizada por una persona por 
creer que es su deber. 
Modelización: Consiste es asociar un modelo absoluto abstracto 
matemático a una situación real dada. Si el modelo es adecuado, genera 
un notable ahorro de esfuerzo y permite anticipar predicciones sobre el 
desarrollo del fenómeno real. 
• Módulo: Unidad de estudio que por sí sola encierra un cuerpo de 
conocimientos independiente, que al integrarse a otros módulos 
estructura la totalidad de un curso o materia de estudio. 
Es una unidad formativa organizada en actividades, que desarrolla 
capacidades necesarias para desempeñarse en una función productiva 
y que está asociada a la unidad de competencia identificada por el 
sector productivo. 
• Términos Matemáticos: Son términos usuales de la matemática tales 
como JIXI09vl5'L, POSTULYlflJO, PE02{'E9vl5'L, L'E9vl5'L, C02{0LJl!l(IO, etc. 
• Topología: Es una rama de la matemática que estudia aquellas 
propiedades de los objetos geométricos que tienen que ver con la 
"proximidad" o la "posición relativa" entre puntos. También podríamos 
referirnos a la topología como una "geometría cualitativa", en lo que se 
deja a un lado nociones cuantitativas como longitud, ángulo, área, 
volumen, etc. (propias de la geometría clásica) y se centra más bien en 
cuestiones cualitativas como por ejemplo si tiene agujeros o no, borde, o 
si se puede partir en componentes conexos. 
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CAPITULO 11: 
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 
2.1. DETERMINACIÓN DEL PROBLEMA. 
El saber humano, en todas las ramas de la ciencia, se considera de 
modo amplio e integrador, se encuentra organizado en estructuras 
determinadas bajo paradigmas. El saber humano que en principio es 
empírico, luego se extiende a nivel científico. Así por ejemplo; en 
Ciencias Sociales se consideran las estructuras sociales, económicas, 
políticas, en Psicología se habla de estructuras mentales, en Ciencias 
Naturales se habla de estructuras de la materia, en química se habla de 
las estructuras del átomo, en Biología se habla de las estructuras 
anatómicas, estos son algunos ejemplos de cómo se organizan 
actualmente las ciencias en general, esto evidencia de que un aspecto 
de la ciencia no se encuentra de manera aislada sino más bien se 
encuentran dentro de determinadas .estructuras. 
Las ciencias matemática no podía estar al margen de este tipo de 
consideraciones y paradigmas del desarrollo, es decir, no se puede 
seguir considerando actualmente a la matemática como una ciencia 
dividida en disciplinas tales como: Aritmética, Algebra, Geometría, etc. 
Con los aportes del grupo (francés) Bourbaki, hoy en día la matemática 
se encuentra organizada entres estructuras mayores tales como: 
Estructuras algebraicas, de orden y topológicas. Esto no significa de 
manera alguna que cada estructura esté aislada totalmente sino todo ·lo 
contrario, se encuentran íntimamente relacionadas. 
La geometría como tradicionalmente se la considera, una rama de la 
matemática hoy en día tiene que orientar su enfoque teniendo en cuenta 
la nueva organización de la matemática. Esto implica que la enseñanza 
de la geometría, en la educación secundaria se debe considerar como 
una parte de las estructuras algebraicas y a la vez una base de las 
estructuras topológicas y de orden. 
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Este enfoque paradigmático debe ser considerado como base de las 
estructuras matemáticas y de ser enseñadas desde la escuela hasta la 
universidad. No puede haber divorcio entre cada uno de los contenidos 
matemáticos y la enseñanza - aprendizaje en todos los niveles 
educativos. 
Por mucho tiempo la geometría sintética euclidiana era considerada 
como el único modelo para introducir y ejercitar en la escuela secundaria 
la precisión y el ·razonamiento lógico. "Actualmente la geometría ha 
perdido esta posición de privilegio, incluso sabemos que la presentación 
clásica no es la más conveniente"( UNESCO, 206. París Pág. 27) 
El tratamiento actual de la geometría euclidiana debe variar de acuerdo 
a nuestro tiempo y avance de las matemáticas que respondan a la 
realidad presente. 
Se ha visto de manera evidente que la geometría puede servir tanto para 
el estudio de las estructuras algebraicas (grupos, anillos, etc.) como para 
el estudio de la .. estructura topológica del espacio. 
La geometría tiende cada día más a perder su tradicional aislamiento, 
para integrarse con el resto de la matemática. En este contexto los 
profesores de matemática tienen conocimientos limitados a realizarse de 
las estructuras matemáticas. Además de esto tienen escasos 
conocimientos de los conceptos topológicos, tales como: Interior, 
convexidad, conexidad, espacios topológicos, familia de conjuntos, 
entornos, base de una topología. 
Esta es la problemática que se ha estudiado en la presente 
Investigación, es decir de encontrar y desarrollar LOS CONCEPTOS 
TOPOLÓGICOS EN LA ENSEÑANZA - APRENDIZAJE DE LA 
GEOMETRÍA EN EL TERCER GRADO DE EDUCACIÓN 
SECUNDARIA, con el claro propósito de que los educandos aprendan 
mejor y de manera más integral esta rama de la matemática que es la 
geometría. 
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2.2. FORMULACIÓN DEL PROBLEMA. 
Luego de haber señalado las consideraciones anteriores, formulamos la 
problemática a través de las siguientes interrogantes: 
2.2.1. PROBLEMA GENERAL 
¿Cómo influyen los conceptos topológicos en el aprendizaje de la 
Geometría Plana en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa Los Educadores del Distrito de 
San Luis- Lima?. 
2.2.2. PROBLEMAS ESPECÍFICOS. 
¿Cómo deben ser organizados los contenidos de los polígonos y 
circunferencia mediante los conceptos topológicos, para su mejor 
enseñanza - Aprendizaje en el 3er. Grado de Educación Secundaria 
de :la t,E ·los .Educadores ,en ,el ,distrito ,de San Luis? 
¿Cómo deben ser organizados los contenidos de las 
transformaciones geométricas mediante los conceptos topológicos, 
para su mejor enseñanza - Aprendizaje en el 3er. Grado de 
Educación Secundaria de la l. E los Educadores en el distrito de San. 
Luis? 
2.3. IMPORTANCIA Y ALCANCES DE LA INVESTIGACIÓN. 
Uno de los puntos más tratados y debatidos en los últimos años por 
Matemáticos y educadores de matemática, ha sido el contenido de los 
estudios geométricos en la escuela secundaria. Muchas conferencias y 
debates han tenido lugar al respecto. 
La geometría euclidiana elemental se fue desarrollando junto con la 
organización conceptual del espacio físico. Esta organización local sigue 
siendo válida para las actividades diarias del hombre. 
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Se ha visto de manera evidente que la geometría puede servir tanto para 
el estudio de las estructuras algebraicas (grupos, anillos, etc.) como para 
el estudio de la estructura topológica del espacio. En este sentido, es de 
suma importancia contar con trabajos de investigación que permitan 
interpretar los conceptos de la geometría elemental, teniendo en cuenta 
la nueva organización de la matemática, sobre todo los conceptos 
topológicos. 
El presente trabajo tiende a llenar ese vacío para mejorar la enseñanza 
de la geometría en nuestras escuelas secundarias. 
2.3.1. Importancia Teórica 
El trabajo realizado tiene importancia de carácter teórico, porque nos 
permite conocer, la interrelación parcial o total entre la topología y la 
geometría elemental a nivel de conceptos. Si es posible inducir y/o 
aplicar las nociones topológicas en la geometría a nivel elemental, en 
la -educación secundaria, :redefinier~do .o 'replanteando nuevos 
conceptos geométricos a través de la topología. 
2.3.2. Importancia Práctica 
Este trabajo tiene importancia de carácter práctico porque nos 
permite reorientar la enseñanza de la geometría a través de los 
conceptos topológicos de acuerdo a nuestra época y a la nueva 
organización de la matemática, esto permite sugerir posibles 
lineamientos de carácter metodológico. 
En la presente investigación sólo hemos tomado aquellos elementos que 
son posibles de interpretar topológicamente, tales como; ángulo, interior 
convexidad. Esto no implica que todos los conceptos a interpretarse 
sean exclusivamente topológicos, sino que además se complementan e 
interrelacionan con los conceptos de las estructuras algebraicas y de 
orden de acuerdo al DCN 201 O. 
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• 
2.4 LIMITACIONES DE LA INVESTIGACIÓN: 
Las limitaciones de la presente investigación son las si,guientes: 
• La falta de recursos económicos por lo que la remuneración docente 
resulta irrelevante para asumir una investigación de tipo experimental. 
• Las trabas administrativas en la Institución Educativa. 
• El horario con respecto a .la Programación Curricular para trabajar con 
los alumnos. 
• La falta de antecedentes de investigación sobre el tema. 
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CAPITULO 111: 
DE LA METODOLOGÍA. 
3.1. PROPUESTA DE OBJETIVOS 
3.1.1. OBJETIVOS GENERALES. 
Determinar el nivel de influencia de los conceptos topológicos en el 
aprendizaje de la geometría plana en los alumnos del 3er. Grado de 
Educación Secundaria de la Institución Educativa Los Educadores del 
Distrito de San Luis - Lima. 
3.1.2. OBJETIVOS ESPECÍFICOS. 
Organizar los contenidos de los polígonos y la circunferencia mediante 
los conceptos topológicos para su mejor enseñanza - aprendizaje en el 
3er.Grado ,de -Ec::lucación Secundaria -en Ja :Institución ,Educativa ,Los 
Educadores del Distrito de San Luis 
Organizar los contenidos de las transformaciones geométricas mediante 
los conceptos topológicos para su mejor enseñanza - aprendizaje en el 
3er.Grado de Educación Secundaria en la Institución Educativa. "Los 
Educadores." 
3.2. SISTEMA DE HIPÓTESIS 
3.2.1. HIPÓTESIS GENERAL 
Los conceptos topológicos influyen significativamente en el aprendizaje 
de la geometría plana en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa Los Educadores del Distrito de 
San Luis - Lima. 
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3.2.2. HIPÓTESIS ESPECÍFICAS. 
Los contenidos de los polígonos y la circunferencia organizados en un 
módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, teniendo en 
cuenta las estructuras matemáticas, logran un mejor aprendizaje en los 
alumnos del 3er. Grado de Educación Secundaria de la Institución 
Educativa "Los Educadores". 
Los contenidos de las transformaciones geométricas organizados en un 
módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, teniendo en 
cuenta las estructuras matemáticas, logran un mejor aprendizaje en los 
alumnos del 3er. Grado de Educación Secundaria de la Institución 
Educativa "Los Educadores". 
3.3. SISTEMA DE VARIABLES 
3.3.1. Variable Independiente: "Los conceptos topológicos para la enseñanza 
.de la geometría plana" 
3.3.2. Variable Dependiente: "Aprendizaje de la geometría plana" 
CUADRO No 01 
3.3.3. OPERACIONALIZACIÓN DE VARIABLES 
VARIABLES DIMENSIONES INDICADORES ESCALA 
VARIABLE GEOMETRIA • Polígonos y 
INDEPENDIENTE: Circunferencia 
Los contenidos de • Transformacione 
la Geometría s geométricas. 
mediante los 
Equivalencia de Conceptos • 
topológicos. áreas. 
TOPOLOGÍA • Interior, exterior 



















VARIABLE CAPACIDADES • Comunicación 1, 2, 3 
DEPENDIENTE: matemática. 
Aprendizaje de la 4,5,6 
Geometría. • Razonamiento y 
demostración. 7,8,9, 10 
• Resolución de 
problemas. 
3.4. MÉTODO DE INVESTIGACIÓN. 
En la presente investigación se utilizó en método hipotético- deductivo, 
por tratarse de una prueba de hipótesis de lo general a lo particular, 
demostrando la eficacia de los contenidos topológicos en el aprendizaje 
de la geometría plana, En efecto este proceso se realizó y se probó que 
sí existe influencia de la variable independiente sobre la variable 
dependiente. 
3.5. TIPO DE INVESTIGACIÓN. 
La presente investigación es de clase aplicada, de tipo experimental, por 
tratarse de demostrar la influencia de la variable independiente sobre la 
variable dependiente. Esto implica una medición previa de la variable 
dependiente, a través del pre test; la aplicación de la variable 
independiente o experimental al grupo objetivo a través de instrumentos 
y un módulo de la variable dependiente, evaluado a través del post test, 
para determinar su nivel de influencia. Lo más resaltante de todo este 
proceso es el trabajo experimental que se ha realizado con el grupo 
experimental. 
3.6. DISEÑO DE LA INVESTIGACIÓN 
El diseño es el cuasi experimental con dos grupos, uno grupo de control 
y el otro grupo experimental, haciendo uso del pre-test y pos-test que se 
aplicó antes y después del experimento. 
El esquema es el siguiente: 
GE 01 .X 02 
GC O a 04 
Donde: 
X = Expresa el experimento 
GE = Grupo experimental 
GC = Grupo de control 
01 Os = Observación a cada grupo antes del experimento 
02 04 = Nueva observación, después del experimento. 
3.7. DESCRIPCIÓN DE LA POBLACIÓN Y MUESTRA. 
3.7.1. POBLACIÓN 
La población de estudio en la presente investigación, está constituida por 
los alumnos del Tercer año de Educación Secundaria, Secciones A, B y 
C de la Institución Educativa Estatal "Los Educadores" ubicado en la 
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jurisdicción de la UGEL N° 07 del Distrito d~ San Luís - Lima, que en 
total son N = 120 alumnos, matriculados en el año académico escolar 
2013. Es una población es finita y ligeramente homogénea, la distinción 
de sus características corresponde a sus unidades de análisis. 
3.7.2. MUESTRA 
La muestra de estudio es probabilística aplicándose el muestreo 
aleatorio simple, cuyo calculó se realizó con la siguiente fórmula: 
Dónde: 
z = 1.96, es el coeficiente de confianza, para un nivel de seguridad del 
95%. 
b=Es la desviación estandarizada para investigar con muestras 
hombgéneas. 
e= Es el error estándar para el 95% de nivel de confianza. 
Luego de hacer el cálculo correspondiente resultó el tamaño nuestra! de 
n =28. 
En consecuencia el tamaño de la muestra es de 28 alumnos en el grupo 
experimental, ubicados en la Sección "C". Por otra parte el grupo de 
control de 28 alumnos está ubicado en la sección "A". Ambas secciones 
son del 3er. Año de Educación Secundaria de la Institución Educativa 





TRABAJO DE CAMPO 
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CAPÍTULO IV: 
DE LOS INSTRUMENTOS DE 
INVESTIGACIÓN Y RESULTADOS 
4.1. SELECCIÓN Y VALIDACION .DE INSTRUMENTOS 
El Instrumento elaborado para la recolección, medición y tratamiento de 
información que he empleado se logró de la siguiente manera: 
4.1.1. SELECCIÓN: 
El Instrumento de recolección de datos fue elaborado seleccionando las 
preguntas referidas a los polígonos y circunferencia, y transformaciones 
geométricas, temas de la Geometría. 
Este Cuestionario es una Prueba de Pre y Post-test, denominado Test 
de Conocimientos compuesto por 1 O preguntas de alternativa 
dicotómica. Dicha prueba se aplicó a los alumnos que constituyeron la 
muestra con los contenidos sobre el tema. La aplicación fue tanto al 
grupo experimental, como al grupo de control, después de su 
correspondiente validación por medio de expertos y por la prueba. 
estadística Kuder Richardson, cuyo procedimiento se presenta a 
continuación. 
La finalidad de la aplicación de la Prueba de conocimientos fue la de 
evaluar los indicadores de la variable independiente "X" que influyen 
sobre la variable dependiente "Y", antes y después del experimento, es 
decir consistió en determinar los efectos de la variable independiente 
contenidos de topología sobre la variable dependiente aprendizaje de la 
geometría plana. La Prueba o Test de conocimientos se presenta en el 
Anexo N° 02. 
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4.1.2. VALIDACIÓN DEL INSTRUMENTO DE INVESTIGACIÓN 
a. VALIDEZ EXTERNA DEL CUESTIONARIO 
Es una validez que se realizó de forma externa del cuestionario 
aplicado a los alumnos integrantes de la muestra, realizada por la 
opinión de expertos en el tema, que son catedráticos de la 
Universidad Nacional de Educación presentados en la tabla 
siguiente: 
TABLA No 1 
VALIDEZ DEL CUESTIONARIO MEDIANTE JUICIO DE 
EXPERTOS 
OPINIÓN DE EXPERTOS PUNTAJE 
Dr. Lolo, CABALLERO SIFUENTES 80.00 
Dr .. Adrián, QUISPE ANDIA 83.00 
Mg. Aurelio, GAMEZ TORRES 82.00 
Promedio de calificaciones 81.67 
Coeficiente de validación 0,82 
Según el promedio de calificación de 82 y del coeficiente de 
validación de 0,82, considerada como de alta validez externa, la 
prueba de conocimientos, es aplicable a la muestra de estudio, 
recomendado por los referidos expertos. La medición de la prueba 
se diseñó en base al sistema vigesimal. En efecto el referido 
instrumento de recolección de datos, es confiable en todos sus 
ítems, por lo que quedó listo para su aplicación a la muestra 
seleccionada en el desarrollo del experimento programado. 
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b. CONFIABILIDAD DEL CUESTIONARIO CON LA APLICACIÓN DE 
LA PRUEBA DE KUDER RICHARDSON 
Por tratarse de una investigación cuasi-experimental, la consistencia 
interna o confiabilidad (interrelación de reactivos) del cuestionario 
aplicado, se determinó por intermedio de la aplicación de la prueba 
estadística Kuder Richardson versión 21. 
Para lograr la confiabilidad de la prueba, se formó un grupo piloto de 
nueve estudiantes con quien se realizó un experimento llamado 
"Trabajo Piloto" al final del cual se administró la referida prueba o 
cuestionario. Luego se aplicó la Prueba Kuder Richardson que mide 
el grado de confiablidad o validez interna de los ítems del test de 
conocimientos, a fin de ser aplicado a la muestra de estudio. 
Al término del trabajo piloto donde se aplicó el test de conocimientos, 
se analizaron las respuestas de cada pregunta con la aplicación de la 
Prueba de confiabilidad -Kuder Richardson 21, con la siguiente 
Fórmula: 
Donde: 
n: es el número de índices de la prueba. 
X: es la media aritmética de los puntajes. 
S: es la desviación estándar de los puntajes 
La aplicación de dicha medida estadJstica, en el trabajo piloto, arrojó el 
siguiente resultado: ce = 0,89, que está dentro de los límites de 
normalidad y confiabilidad. Por lo tanto la prueba es confiable y 
recomendada para su aplicación. 
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4.2. SOBRE LA APLICACIÓN DE LOS INSTRUMENTOS DE 
RECOLECCIÓN DE DATOS. 
1. Se coordinó con el Director de la Institución Educativa Institución 
Educativa Estatal "Los Educadores" ubicado en la jurisdicción de la 
UGEL N° 07 del Distrito de San Luís -Lima 
2. Se aplicó la Prueba de Pre-Test a los alumnos de los dos salones 
seleccionados, en condiciones normales, 
3. Se seleccionaron al azar, a la secciones quedando la sección "A" 
como grupo control y la sección "C" como grupo experimental. 
4. Se enseñaron los contenidos del Curso de matemática, 
específicamente los temas de polígonos, circunferencia y 
transformaciones geométricas como parte de la geometría plana. 
5. Al grupo experimental se enseñó, los referidos temas, a través de los 
contenidos topológicos pertinentes para cada tema seleccionado para 
el experimento, en concordancia con la respectiva programación 
curricular con sus respectivos planes de lección, 
6. Al grupo de control se enseñó dichos temas sin los contenidos 
topológicos, según el método tradicional con pizarra y plumón. 
7. La muestra seleccionada de los estudiantes fue aleatoria y al azar, 
atendida completamente sin deserciones. Las clases se desarrollaron 
normalmente, con los temas expuestos a la parte de los indicadores. 
8. Todas las clases de ambas secciones fueron desarrolladas con mi 
persona, ya que soy docente de matemática de dicha Institución 
Educativa. 
9. El experimento se desarrolló durante los meses de setiembre y 
octubre del 2013, con las dos secciones a mi cargo, en las que 
desarrollé los temas antes mencionados, con clases programadas en 
horarios normales. 
1 O. Al finalizar la experiencia, del proceso de enseñanza-aprendizaje; se 
aplicó la prueba de post - test a ambos grupos para medir los 
resultados obtenidos, después de haber incorporado los contenidos 
topológicos al conocimiento de la geometría plana. 
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4.3. TRATAMIENTO ESTADÍSTICO 
Luego de la recolección de datos del pre y post-test se utilizó la 
estadística descriptiva e inferencia!, con las tablas de distribución de 
frecuencias, los estadígrafos: media aritmética, varianza, desviación 
estándar y coeficiente de variación. Para la prueba de hipótesis se utilizó 
la "T" de Student. Los análisis estadísticos se realizaron utilizando el 
programa computacional SPSS (StatisticaiPackagefor Social Sciences). 
Los estadísticos se han empleado, teniendo en cuanta las 
características de la muestra y el nivel de las variables. 
TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS-PRE TEST DEL 
GRUPO CONTROL 
li X¡ f¡ Fi h¡ H¡ h¡ H¡ X¡f¡ 
o/o o/o (X¡.X)2 f¡ 
[1- 3,5 [ 2,25 13 13 0,46 0,46 46 46 35,75 249,40 
[ 3,5- 6[ 4,75 5 18 0,18 0,64 18 64 32,5 17,67 
[ 6- .8,5[ 7,25 .8 26 ,Q,28 '0;92 28 . 92 .82 3,07 
[8,5- 11 [ 9,75 1 27 0,04 0,96 4 96 14 9,73 
[11- 13,5[ 12,25 o 27 o 0,96 o 96 o o 
[13,5- 16] 14,75 1 28 0,04 1 4 100 21,5 65,93 
28 1 100 185,75 345.8 
L--
INTERPRETACIÓN: 
En la referida tabla de distribución de frecuencias, observamos que 13 
notas, que es la mayor cantidad, son iguales o mayores que 1 pero 
menores que la nota 4 y se ubican en el primer intervalo. Mientras que 
en el quinto intervalo no existen notas, es decir no hay notas entre 11 y 
13,5. 
A continuación presentamos los diversos gráficos que se derivan de la 
Tabla de Distribución de Frecuencias, además dicha tabla nos sirve para 
calcular las medidas estadísticas, como los estadígrafos de media 
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[1- 3,5 [ [ 3,5- 6[ [ 6- 8,5[ [8,5- 11[ [11- 13,5[ [13,5- 16] 
INTERPRETACIÓN: 
En el histograma notamos que la barra más alta es la que corresponde 
al primer intervalo en donde se encuentra la mayor cantidad de notas 
obtenidas por los educandos. Así mismo la barra más pequeña, que 





En el diagrama porcentual verificamos que el mayor porcentaje de 46% 
de los datos se encuentra en el primer intervalo. A su vez el menor 
porcentaje que es 0% de notas se encuentra en el quinto intervalo. 
TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS PRE TEST DEL 
GRUPO EXPERIMENTAL 
l¡ X¡ f¡ F¡ h¡ H¡ h¡ H¡ X¡xf¡ (X¡ -X)I¡ 
% % 
[1- 3,33 [ 2,16 1 1 0,04 0,04 4 4 2,16 25,80 
[ 3,33- 5,66[ 4,49 5 6 0,18 0,22 18 22 22,45 37,81 
[ 5,66- 7,99[ 6,82 14 20 0,5 0,72 50 72 95,48 2,47 
[ 7,99- 10,32[ 9,15 5 25 0,17 0,89 17 89 45,75 18,24 
[ 10,32- 12,96[ 11,48 2 27 0,07 0,96 7 96 22,96 35,95 
[12,96- 15] 13,81 1 28 0,04 1 4 100 13,81 43,16 
28 1 100 202,61 136,43 -
INTERPRETACIÓN: 
En la tabla observamos que 14 notas, la mayor cantidad, son iguales o 
mayores que 6 pero menores que la nota 8 y se ubican en el tercer 
intervalo. La menor cantidad de notas, se encuentran en el primer y 
sexto intervalo, siendo iguales o mayores que 1 pero menores que 3 y 
mayores o iguales que 13 pero menores que 15 respectivamente. 
HISTOGRAMA 
1 2 3 4 S 6 
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INTERPRETACIÓN: 
En el histograma observamos que la barra más alta es la que 
corresponde al tercer intervalo en donde se concentran la mayor 
cantidad de notas obtenidas por los educandos. Así mismo la barra más 
pequeña, que representa a la menor cantidad de notas, se encuentra en 




En el diagrama porcentual verificamos que el mayor porcentaje de 50% 
de los datos se encuentra en el tercer intervalo. A su vez el menor 
porcentaje que es 4% de notas se encuentra en el primer y sexto 
intervalo respectivamente. 
TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS POST TEST DEL 
GRUPO CONTROL 
li Xi f¡ F¡ h¡ H¡ h¡o/o H¡o/o X¡f¡ (Xi-X)r¡ 
[6- 7 [ 6,5 1 1 0,04 0,04 4 4 6,5 14,36 
[7- 8[ 7,5 2 3 0,07 0,11 7 11 15 8,47 
[8- 9[ 8,5 3 6 0,11 0,22 11 22 25.5 3,70 
[9- 10[ 9,5 5 11 0,18 0,40 18 40 47.5 0,51 
[ 10-11[ 10,5 8 19 0,28 0,68 28 68 84 15,68 
[11-14] 11,5 9 28 0,32 1 32 100 103.5 5,38 




En la referida tabla de distribución de frecuencias, notamos que 9 notas, 
la mayor cantidad, son iguales o mayores que 11 e iguales o menores 
que 11, se ubican en el sexto intervalo. La menor cantidad de notas, que 
solamente es una nota, se encuentran ubicadas en el primer intervalo, 







[6-7 [ [7- 8[ 
INTERPRETACIÓN: 
HISTOGRAMA 
[8- 9[ [9-10[ [ 10-11[ [11-12] 
En el histograma notamos que la barra más alta es la que corresponde 
al sexto intervalo en donde se encuentra la mayor cantidad de notas 
obtenidas por los educandos. Así mismo la barra más pequeña, que 







En el diagrama porcentual verificamos que el mayor porcentaje de 32% 
de los datos se encuentra en el sexto intervalo. A su vez el menor 
porcentaje que es 4% de notas se encuentra en el primer intervalo. 
TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS-POST TEST DEL 
GRUPO EXPERIMENTAL 
X¡ f¡ F¡ h¡ Hi h¡% Hi% X¡x f¡ (Xi-Xff¡ 
[ 13-14,17[ 13,58 4 4 0,14 0,14 14 14 54,32 31,36 
[ 14,17- 15,34[ 14,75 4 8 0,14 0,28 14 28 59 10,62 
[ 15,34- 16,51[ 15,92 6 14. 0,21 0,49 21 49 95,52 1,27 
[ 16,51- 17,68[ 17,10 8 22 0,29 0,78 29 78 136,8 0,52 
[ 17,68- 18,85[ 18,26 3 25 0,11 0,89 11 89 54,78 10,60 
[18,85- 20,02] 19,43 3 28 0,11 1 11 100 58,29 27,90 
28 1 100 458,71 82,25 -
INTERPRETACIÓN: 
En la tabla de frecuencias, notamos que la mayor cantidad de notas, que 
son 8, son iguales o mayores que 16,51 pero menores que 17,68 y se 
ubican en el cuarto intervalo. Mientras que la menor cantidad de notas 
se encuentran ubicadas en el quinto y sexto intervalo respectivamente, 
siendo iguales o mayores que 17 pero menores que 20. 
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[ 13- [ 14,17- [ 15,34- [ 16,51- [ 17,68- [18,85-
14,17[ 15,34[ 16,51[ 17,68[ 18,85[ 20,02] 
INTERPRETACIÓN: 
En el histograma notamos que la barra más alta es la que corresponde 
al cuarto intervalo en donde se encuentra la mayor cantidad de notas 
obtenidas por los educandos. Así mismo la barra más pequeña, que 
representa a la menor cantidad de notas, se encuentra en el quinto y 
sexto intervalo respectivamente. 
DIAGRAMA PORCENTUAL 
INTERPRETACIÓN: 
En el diagrama porcentual verificamos que el mayor porcentaje de 29% 
de los datos se encuentra en el cuarto intervalo. A su vez el menor 
porcentaje que es 11% de notas se encuentra en el quinto y sexto 
intervalo respectivamente. 
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TABLA No 02: 
ESTADIGRAFOS 
ESTADÍGRAFOS GRUPO CONTROL GRUPO EXPERIMENTAL 
PRETEST POSTEST PRETEST POSTEST 
Media Aritmética 6,63 10,07 7,24 16,38 
Varianza 12,57 1,72 4,87 2,94 
Desviación 
3,51 1,31 2,21 1,71 
Estándar 
Coeficiente de 
38,47 14,16 33,42 10,44 
variación 
4.4. PRUEBA DE INDICES DE SIGNIFICACIÓN DE LA DIFERENCIA DE 
MEDIAS 
Según los resultados consignados en las notas del pre test y luego de 
hacer los cálculos de la media aritmética en ambos grupos, su diferencia 
mínima es de O, 61 a favor del grupo experimental, la diferencia de 
varfanzas es de 7,51 a favor del grupo de control lo que significa que 
dicho grupo es más disperso en sus notas por ser más heterogéneas. La 
diferencia de las desviaciones estándar es de 1 ,30 a favor del grupo de 
control, indicando que el grupo de control es más heterogéneo. 
El coeficiente de variación del pre-test, cuya diferencia de 5,05% 
favorece al grupo experimental, significa que dicho grupo tiene un menor 
porcentaje de dispersión. 
Dando lectura a estos resultados, notamos que la diferencia es poco 
significativa, prácticamente ambos grupos son homogéneos en sus 
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notas promedios y sus dispersión correspondiente. Así ingresaron al 
experimento. 
Debido a la aleatorización de la muestra y la aplicación del experimento 
damos lectura a los resultados de los estadígrafos según la Tabla No 02, 
notamos que después de la experiencia, el grupo experimental obtuvo 
mejores resultados como es el caso del promedio de 16,38 con respecto 
al promedio del grupo de control que sólo obtuvo 1 0,07, es decir alcanzó 
una diferencia de 6, 31; producto del experimento realizado. 
Prosiguiendo el análisis, notamos que el grupo experimental bajó su 
nivel de dispersión, la diferencia de varianzas de 1,93 a favor del grupo 
de control así lo demuestra, lo que significa que el grupo experimental es 
más homogéneo en sus notas. La diferencia de las desviaciones 
estándar es de 0,41 a favor del grupo experimental indicando que dicho 
grupo es ligeramente más disperso en sus notas y el coeficiente de 
variación cuya diferencia de 5,05% a favor del grupo de control, eso 
significa que el grupo de control tiene mayor dispersión porcentual en 
sus notas. 
La lectura a estos resultados, significa que la diferencia es muy 
significativa a favor del grupo experimental. Dichos resultados son 
producto del experimento realizado, es decir la influencia de los 
conceptos topológicos en el aprendizaje de la geometría plana, estos 
resultados son muy significativos, pero aún falta realizar la prueba de 
hipótesis, para lo cual debemos realizar los siguientes cálculos, 
apoyados en la estadística inferencia!. 
4.5. CÁLCULO DEL ERROR ESTANCAR 
Entre los dos grupos en estudio, al término del experimento el resultado 
es significativo. Pero hasta este nivel aún no sabemos con seguridad si 
las variables de enseñanza y aprendizaje están relacionadas, por lo que 
procedemos a desarrollar el siguiente cálculo de error estándar. 
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S = (9,18)2+(16,38)2 (_!_+_!_)=06829 
X¡-y2 28 + 28 - 2 28 28 ' 
El resultado de Sx1-x2 = 0,6829; es la desviación o dispersión 
correspondiente luego del experimento, según las puntuaciones medias 
del rendimiento de notas de los dos grupos, en la prueba del post-test, 
para lograr una diferencia de medias esperada de 16,38- 10,07 = 6,31 
que es equivalente a 6, considerada como alta diferencia a favor del 
grupo experimental. 
Así mismo este resultado nos sirve para realizar la prueba o 
contrastación de la hipótesis, que lo realizaremos a continuación con la 
aplicación ,de .la .pr-ueba estadística ·inferencia! " t " de Student, por 
· tratarse de menos de 30 datos en estudio y el desconocimiento de la 
varianza de dichos datos. 
4.6. CONTRASTACIÓN DE HIPOTESIS 
4.6.1. CONTRAST ACIÓN DE LA HIPÓTESIS GENERAL 
a. HIPÓTESIS AL TERNA E HIPÓTESIS NULA: 
. . . 
H9 : '1...os conceptos topológicos influyen significativamente en el 
aprendizaje de la geometría plana en los alumnos del 3er. Grado 
de Educación Secundaria de la Institución Educativa Los 
Educadores del Distrito de San Luis - Lima". 
Para efectos de la contrastación de hipótesis planteamos la siguiente 
hipótesis nula: 
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Ho: " Los conceptos topológicos no influyen significativamente en el 
aprendizaje de la geometría plana en los alumnos del 3er. Grado 
de Educación Secundaria de la Institución Educativa Los 
Educadores del Distrito de San Luis - Lima ". 
Luego hacemos la comparación de las medias poblacionales con los 
siguientes esquemas: 
Ho: UP4 -UP2 =O 
H1 : Up -UP :;tO 4 2 
b. NIVEL DE SIGNIFICACION 
H0 :UP -UR =0 3 l 
H1 : Up -UR :;tO · 3 l 
Se ha considerado a= 0.05 para un nivel de confianza del 95% 
c. DISTRIBUCION MUESTRAL 
Según la estructura muestra! tenemos: 
n1.= 28, 
Ahora hallamos la "T' de Student para determinar si dicha diferencia es 
suficientemente mayor a fin de no aceptar la hipótesis nula, medida 
estadística que corresponde a esta investigación, porque no se conoció 
la varianza y se tuvo que calcularla, así mismo la cantidad de datos 
recolectados es de 28, menores que 30. 
La prueba "T' de Student: es una prueba estadística para evaluar si dos 
grupos difieren entre sí, de manera significativa respecto a sus 
promedios, según Hernández Sampieri (2006). 
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Su fórmula y cálculo respectivo es: 
T = X3 -X4 = 16,38-10,07 = 48,54 
S X!-Yl 1 '\l2s 0,6829 
Te=48,54 
Dicho resultado nos indica que la "Te" de 48,54 debe ser comparada con 
el valor inferencia! de "Tt" llamada t de estudent tabulada, cuyo dato ya 
está estandarizado. 
En consecuencia para n-1 grados de libertad que es igual a 27 y el 95% 
de nivel de confianza, con un 0.05 de error, le corresponde la "tt'' de 
Student tabulada de 2,052. El valor calculado Te= 48,54 es ampliamente 
mayor que la Tt = 2,052. La desigualdad 48,54 > 2,052 indica que la 
diferencia es significativamente grande. 
d. DECISIÓN 
Si Te~ Tr rechazo Ho 
Si Te< Tr acepto Ho 
En !3Ste caso como Te= 48,54, según la tabla respectiva le corresponde 
un Tt = 2,052 resultado de la relación Te> Tt, lo que implica que no hay 
condición para aceptar Ho. 
Por lo tanto se acepta H1 y como Te es distinto a Tt se tiene el siguiente 
gráfico interpretativo, donde notamos una campana de dos colas por 
haberse obtenido, en el contraste de hipótesis, diferencia de medias. 
Además como el nivel de confianza es de 95% se tiene un coeficiente de 
confianza de 1,96 de índice. 
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-48,54 +48,54 
Z R -2,052 ZONA DE ACEPTACION DE HO 2,052 Z R 
4.6.2. CONTRASTACIÓN DE LAS HIPOTESIS ESPECÍFICAS 
4.6.2.1. CONTRASTACIÓN DE LA HIPÓTESIS ESPECÍFICA H1 
a. HIPÓTESIS ALTERNATIVA E HIPÓTESIS NULA 
H1: "Los contenidos de los polígonos y la circunferencia organizados en 
un módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, 
teniendo en cuenta las estructuras matemáticas, logran un mejor 
aprendizaje en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa "Los Educadores". 
Para efectos de la contrastación de hipótesis planteo la siguiente 
hipótesis nula: 
Ha: "Los contenidos de los polígonos y la circunferencia organizados en 
un módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, 
teniendo en cuenta las estructuras. matemáticas, no logran un 
mejor aprendizaje en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa "Los Educadores". 
Luego hacemos la comparación de las medias poblacionales con los 
siguientes esquemas: 
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Ho: UP4 -UP2 =O 
H 1 : Up4 -U p2 -:;:.O 
b. NIVEL DE SIGNIFICACION 
H0 : UP -UP =O 3 1 
En este caso se ha considerado a= 0.05 para un nivel de confianza 
del95% 
c. DISTRIBUCION MUESTRAL 
Según la estructura muestra! tenemos: 
Ahora hallamos la "T' de Student para determinar si dicha diferencia es 
suficientemente mayor a fin de no aceptar la hipótesis nula, medida 
estadística que corresponde a esta investigación. 
Su fórmula y cálculo respectivo es: 
T = X 3 - X 4 = 16,24-8,90 = 7 12 
S Xl-Y! ¡-fi8 0,183 ' 
Tc=l, 12 
Dicho resultado nos indica que la "Te'' de 7,12 debe ser comparada con 
el valor inferencia! de 'Tt" llamada t de estudent tabulada, cuyo dato ya 
está estandarizado. 
En consecuencia para n-1 grados de libertad, 95% y 0.05 de nivel de 
significación, el valor calculado Te = 7,12 es ampliamente mayor que la 




Si Te~ TT rechazo Ho 
Si Te< TT acepto Ho 
En este caso como Te= 7, 12, según la tabla respectiva le corresponde 
un Tt = 2,052 resultado de la relación Te > Tt, lo que implica que no hay 
condición para aceptar Ho. 
Por lo tanto se acepta H1 y como Te es distinto a Tt se tiene el siguiente 
gráfico interpretativo, donde notamos una campana de dos colas por 
haberse obtenido, en el contraste de hipótesis, diferencia de medias. 
Además como el nivel de confianza es de 95% se tiene un coeficiente de 
confianza de 1 ,96 de índice. 
-7,12 +7,12 
___ /--
----=~----- -- -- ---~ ---- -- -------~--- --'----------=----~ 
Z. R -2,052 ZONA DE ACEPTACION DE HO 2,052 Z. R 
4.6.3.2. CONTRASTACIÓN DE HIPOTESIS ESPECÍFICA H2 
En la presente investigación sustento la siguiente hipótesis alternante. 
a. HIPÓTESIS ALTERNANTE H1 E HIPÓTESIS NULA 
H2: "Los contenidos de las transformaciones geométricas organizados 
en un módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, 
teniendo en cuenta las estructuras matemáticas, logran un mejor 
aprendizaje en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa "Los Educadores". 
Para efectos de la contrastación de hipótesis planteo la siguiente 
hipótesis nula. 
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Ho: '1...os contenidos de las transformaciones geométricas organizados 
en un módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, 
teniendo en cuenta las estructuras matemáticas, no logran un 
mejor aprendizaje en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa "Los Educadores". 
Luego hacemos la comparación de las medias poblacionales con los 
siguientes esquemas: 
Ho: UP4 -UP2 =O 
H 1 : U p4 -U p2 -:;:. O 
b. NIVEL DE SIGNIFICACION 
H 0 :Up-Up,=0 3 l 
En este caso se ha considerado a = 0.05 de nivel de significación para 
un nivel de confianza del 95% 
c. DISTRIBUCION MUESTRAL 
Según la estructura muestra! tenemos: 
n1 = 28, n2 = 28 
Ahora hallamos la "T' de Student para determinar si dicha diferencia es 
suficientemente mayor a fin de no aceptar la hipótesis nula, medida 
estadística que corresponde a esta investigación. 
Su fórmula y cálculo respectivo es: 
T = X3 -X4 = 16,38-9,18 =7 23 




Dicho resultado nos indica que la "Te" de 7,23 debe ser comparada con 
el valor inferencia! de "Tt" llamada t de estudent tabulada, cuyo dato ya 
está estandarizado. 
En consecuencia para n-1 grados de libertad, 95% de nivel de confianza 
y 0.05 de nivel de significación, el valor calculado Te = 7,23 es 
ampliamente mayor que la Tt = 2,052. La desigualdad 7,23 > 2,052 
indica que la diferencia es significativamente grande. 
c. DECISIÓN 
Si Te~ TT rechazo Ho 
Si Te< TT acepto Ho 
En este caso como Te= 7, 23, según la tabla respectiva le corresponde 
un Tt = 2,052 resultado de la relación Te> Tt, lo que implica que no hay 
condición para aceptar Ho. 
Por lo tanto se acepta H1 y como Te es distinto a Tt se tiene el siguiente 
gráfico interpretativo, donde notamos una campana de dos colas por 
haberse obtenido, en el contraste de hipótesis, diferencia de medias. 
Además como el nivel de confianza es de 95% se tiene un coeficiente de 
confianza de 1 ,96 de índice. 
-7,23 +7,23 
Z. R -2,052 ZONA DE ACEPTACJON DE HO 2,052 Z. R 
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4.7. ANALISIS V DISCUSIÓN DE LOS RESULTADOS 
La Estadística descriptiva, nos proporciona los datos resumidos para 
analizar las propiedades del fenómeno investigado e interpretar los 
resultados de la investigación. En este sentido la primera parte 
estadística de la presente tesis realiza el proceso de agrupamiento en 
cuatro tablas de distribución de frecuencias de los datos recolectados 
con el pre y post- test. Analizando dichas tablas notamos que las notas 
del pre-test de ambos grupos de estudiantes en estudio, son 
homogéneas siendo las más alta de 14 en el grupo de control y de 14 en 
el grupo experimental. 
En cambio en el post test de ambos grupos encontramos que en el 
grupo experimental están las notas más altas, llegando hasta la nota 20, 
perteneciente al último intervalo, mientras que la nota más alta del grupo 
de control es 14. Esta diferencia de 6 puntos en las notas a favor del 
,grupo .experimental está determinada por "la influencia de ·IGs conceptos 
topológicos en el aprendizaje de la geometría plana". 
4.7.1. DISCUSIÓN DE RESULTADOS DE LOS ESTADÍGRAFOS DEL PRE TEST 
DEL GRUPO DE CONTROL 
• Después de la aplicación del pre- test en el grupo de control, se 
calculó el promedio de notas que resultó 6,63 y 7,24 en el grupo 
experimental, es decir que el promedio de notas de los alumnos de 
ambos grupos alcanzó un nivel de aprobación muy bajo. 
• La varianza con respecto al promedio de las notas en estudio, del pre 
test del grupo de control es de 12,35, determinando un nivel de 
dispersión normal. La varianza de las notas del pre-test del grupo 
experimental que es de 4,87 está considerada como de muy baja 
dispersión. 
• La desviación estándar de las notas del grupo de control, en el pre-
test es de 3,51, con respecto a su valor central, que es la media 
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aritmética, considerada como normal. El grupo experimental obtuvo 
una desviación estándar de 2,21 considerada como baja. 
• Finalmente el coeficiente de variación de las notas del pre test del 
grupo control es del 38,47%, que es un porcentaje de variabilidad 
normal. En el mismo sentido notamos el coeficiente de variación de 
33,42% del grupo experimental considerada como normal. 
• Según estos resultados notamos que ambos grupos no tienen mayor 
diferencia, en consecuencia entraron en condiciones normales al 
experimento. 
4.7.2. DISCUSIÓN DE RESULTADOS DE LOS ESTADÍGRAFOS DEL POST TEST 
DEL GRUPO DE CONTROL Y GRUPO EXPERIMENTAL 
• El cálculo del promedio de notas del post-test en el grupo de control 
resultó 10,07 y 16,38 de promedio en el grupo experimental, es decir 
que el promedio de notas de los alumnos del grupo de control 
alcanzó un nivel de desaprobación, en cambio en el grupo 
experimental .s_u promedio de notas fue muy alto, ,producto .del 
experimento. 
• La varianza con respecto al promedio de las notas en estudio, del 
post-test del grupo de control es de 1 ,72, determinando un nivel de 
dispersión muy bajo, lo mismo sucede con la varianza de las notas 
del grupo experimental que es de 2,94, cuyo índice lo caracteriza 
como un grupo homogéneo. Ambos grupos tienen un grado de 
variabilidad muy bajo que los caracteriza como grupo homogéneos, 
en cuanto a sus notas se refiere. 
• La desviación estándar de las notas del post-test del grupo de 
control, es de 1,31, con respecto al valor central, que es la media 
aritmética. Igual sucede con la desviación estándar de índice 1, 71 del 
grupo experimental, en ambos grupos se ha determinado un valor 
muy bajo, que reafirma su grado específico de homogeneidad muy 
aceptable. 
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• El coeficiente de variación de las notas del pre test del grupo control 
es del 14,16%, que es un porcentaje de variabilidad normal. En el 
mismo sentido notamos el coeficiente de variación ·de 10,44% del 
grupo experimental, caracterizándolo como un grupo muy 
homogéneo. 
• Según estos resultados notamos que en ambos grupos existe una 
gran diferencia a favor del grupo experimental, en consecuencia esta 
diferencia es producto de la aplicación de los conceptos topológicos 
en el aprendizaje de la geometría plana en el grupo experimental. 
• Finalmente notamos que, según las notas del pre-test y los 
estadígrafos del pre-test, los dos grupos son homogéneos, pero 
según las notas del post-test, se convierten en grupos heterogéneos, 




Según el tratamiento estadístico, se ha comprobado lo siguiente: 
1 . Los conceptos topológicos influyen significativamente en el aprendizaje 
de la geometría plana en los alumnos del 3er. Grado de Educación 
Secundaria de la Institución Educativa Los Educadores del Distrito de San 
Luis- Lima. 
2. Los contenidos de los polígonos y la circunferencia organizados en un 
módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, teniendo en 
cuenta las estructuras matemáticas, logran un mejor aprendizaje en los 
alumnos del 3er. Grado de Educación Secundaria de la Institución 
Educativa "Los Educadores. 
3. Los contenidos de las transformaciones geométricas organizados en un 
módulo, y enseñados mediante los conceptos topológicos, teniendo en 
cuenta las estructuras matemáticas, logran ·un mejor aprendizaje en los 
alumnos del 3er. Grado de Educación Secundaria de la Institución 




1 . Debemos promover la aplicación de los conceptos topológicos en el 
proceso de enseñanza-aprendizaje de la geometría plana en todos los 
niveles educativos y grados educativos 
2. Los docentes deben capacitarse en el dominio y aplicación de los 
conceptos topológicos para ser aplicados en el proceso de enseñanza-
aprendizaje de la geometría plana .. 
3. Entender que los conceptos y diversas teorías que integran la ciencia 
matemática se encuentran íntimamente relacionados, por lo que 
debemos buscar esa relación intrínseca y extrínseca. 
4. Orientar los conceptos matemáticos, no solamente hacia el carácter 
informativo, sino también a la parte formativa de los educandos. 
5. Aplicar los conceptos topológicos como elementos motivador en los 
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ANEXO No 01 
PRE Y POST - TEST 
CUESTIONARIO SOBRE CONCEPTOS TOPOLÓGICOS EN LA GEOMETRÍ8 
ALUMNO(A) : ...................................................................................................... 3er GRADO .......... . 
(1) ¿Cuáles de las siguientes figuras son curvas cerradas simples? Geometría 
(1) s (11) n (111) R (IV) V (V) ._C _ __, 
(a) Sólo 1 (b) Sólo 11 (e) Sólo 111 (d) IV y V (e) 111 y IV 
(2) ¿Cuáles de las siguientes figuras son topológicamente equivalentes? 
(1) A (11) L (111) V (IV) D (V) 6 
(a) 1 y 11 (b) 111, IV y V (e) 1 y 111 (d) 1 y IV (e) 1, 11 y V 
(3) ¿cuántos vértices pares tiene la siguiente figura? 
(a) 5 (b)7 (e) 9 (d) 11 (e) 13 
(4) ¿Cuántos vértices impares tiene la siguiente figura? 
(a) 1 (b) 2 (e) 3 (d) 4 (e) 5 
(5) ¿Cuántas regiones interiores tiene la siguiente Figura? 
(a) 1 (b) 2 (e) 3 (d)'4 (e) 5 
(6) Señale la figura que no concuerda topológica mente con la.s demás 
(a) f"J (b) >< (e) / (d) \::><( (e) @ 
(7) ¿Cuál es el mínimo número de recorridos necesarios para trazar el siguiente circuito? 
(a) 1 (b) 2 
(e) 3 (d) 4 (e) 5 
D 
A 
(8) ¿Cuáles de las siguientes palabras no representa un término topológico? 
(a) Interior (b) Exterior (e) Frontera (d) Convexidad (e) Conexidad 
(9) La esfera no es topológicamente equivalente a un(a): 
(a) Cubo (b) Circunferencia (e) Tetraedro (d) Cilindro (e) Paralelepípedo 
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(10) Se tiene una esfera cuyo radio mide R unidades, se desea rodeando completamente por 
otras esferas cuyos radios son congruentes al radio de la esfera dada. Diga ¿Cuántas 
esferas son necesarias? 
(a) 6 (b) 9 (e) 12 (d) 15 (e) 18 
(11) ¿Cuál es el número de aristas que tiene un prisma triangular? 
(a) 6 (b) 9 (e) 12 (d) 15 (e) 18 
(12) ~1 número de aristas que posee un prisma hexagonal es: 
(a) 6 (b) 12 (e) 18 (d) 24 (e) 15 
(13) En cualquier prisma ¿Cuántas aristas parten de un mismo vértice? 
(a) 1 (b) 2 (e) 3 (d) 4 (e) S 
(14) Siendo V el número de vértices, A el número de aristas y C el número de caras de un 
prisma hexagonal calcular; V+C-A 
(a) 2 (b) 4 (e) 6 (d) 8 (e) 10 
(15) En un prisma cuya base son polígonos de "n" lados, halle el número de aristas 
(a) n (b) 2n (c)3n (d) 4n (e) Sn 
(16) ¿Cuántas dia~onales tiene un hexágono? Y .¿un prisma hexagonal? Señale la respuesta en 
ese orden respectivamente. 
(a) 9; 18 (b) 6; 12 (e) 9; 12 (d) 9; 15 (e) 9; 16 
{17) Se tiene un cubo pintado en todas sus caras de color rojo. Este cubo es dividido en cubos 
más pequeños por planos perpendiculares, dos horizontales y dos verticales, 
obteniéndose 27 cubos pequeños ¿cuántas de estos cubos pequeños son pintados de rojo 
únicamente en dos de sus caras? 
(a) 10 (b) 12 (e) 14 (d) 16 (e) 18 
(18) En el problema anterior (17) ¿cuántos cubos están pintados en una sola cara? 
(a) 2 (b) 4 (e) 6 (d) 8 (e) 10 
(19) Los polígonos son curvas: 
(a) Simples y cerradas '(b) Simple y no cerradas (e) Cerradas no simples 
(d) Ni simples ni cerradas (e) Abiertas 
{20) Al colorear el siguiente mapa ¿Cuál es la mínima cantidad de colores diferentes que se 
puede utilizar de modo que ningún par de regiones con frontera común tenga el mismo 
color? 
(a) 1 (b) 2 (e) 3 (d) 4 (e) S 
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RESULTADOS DEL PRE V 
POST TEST 
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ANEXO No 02 
NOTASDELPREYPOSTTEST 
Grupo Control Grupo Experimental 
No Pre Test Post Test Pre Test Post Test 
1 S 8 4 16 
2 7 6 6 14 
3 3 11 S 20 
4 2 9 7 1S 
S 3 7 6 14 
6 6 10 1 16 
7 1 9 6 17 
8 8 11 7 1S 
9 7 10 6 16 
10 3 9 10 13 
11 9 11 7 16 
12 2 12 6 17 
13 8 8 8 16 
14 S 10 4 19 
15 3 11 8 14 
16 6 7 6 1S 
17 2 9 S 17 
18 3 10 9 18 
19 8 11 7 19 
20 S 12 6 18 
21 2 11 9 17 
22 3 14 4 17 
23 S 10 6 18 
24 2 8 S 17 
25 6 10 11 17 
26 4 11 13 16 
27 3 9 6 17 
28 14 10 12 1S 
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ANEXO No 03 
MÓDULO DE GEOMETRÍA PLANA MEDIANTE CONTENIDOS 
TOPOLÓGICOS 
ESQUEMA DE MÓDULO INSTRUCTIVO 
1) INSTRUCCIONES 
Para el estudio u desarrollo del presente módulo, se tendrá en 
consideración las siguientes pautas y procedimiento, el mismo que 
conduce a la consecución de los objetivos propuestos. 
2) ESQUEMA DE CONTENIDO DEL MODULO DIDÁCTICO. 
Aquí se da un informe esquemático del contenido a estudiar, indicando 
la secuencia, la interdependencia ya la jerarquía. 
3) METODOLOGÍA. 
Se expresa casi siempre a través de un flujo grama, que es la 
descripción gráfica de los procedimientos a seguir en el estudio, a ·partir 
de la recepción del modelo. 
4) REQUISITOS. 
Indica los temas esenciales que el alumno debe conocer a iniciar el 
desarrollo del modelo didáctico. 
5) OBJETIVOS TERMINAL Y OBJETIVOS ESPECÍFICOS. 
Se indica el logro global y los logros operacionales en el estudio del 
modelo, se formulan en términos precisos. 
6) CONTENIDO. 
Está constituido por los temas desarrollados en forma secuencial y 
sistemática en el material, es lo que el estudio debe aprender. 
7) ACTIVIDADES. 
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Comprende las instituciones del profesor, orientaciones a la acciones de 
aprendizaje de cada unidad modular. 
8) RESUMEN. 
Fija las ideas o conceptos fundamental desarrollados en el modelo, fuera 
que el alumno rememore lo que acaba de concluir de estudiar. 
9) EVALUACIÓN: 
Es un instrumento que permite evaluar el logro de los objetivos 
alcanzados al finalizar el trabajo con el material. 
10) CLAVE DE RESPUESTAS. 
Los resultados de los ítems de la prueba de prerrequisitos, prueba de 
entrada y de salida del modelo, lo elaboran los mismos alumnos, como 
fruto de su trabajo individual y grupal para que cotejen sus resultados 
con sus colegas. 
1~),PONDERACIÓN DE RESULTADOS. 
Es la calificación de los resultados cuantitativos obtenidos en la prueba, 
es fundamental para el proceso de autoevaluación. 
12) ACTIVIDADES DE RETROALIMENTACIÓN.Conjunto de acciones que 
el alumno debe realizar cuando sus resultados no fueron los expresados. 
Esta actividad también puede ser dada por el profesor ya sea en forma 
individual o grupal. 
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CONTENIDOS DEL MÓDULO 
UNIDAD l. 
1.1 Puntos de una figura plana 
1 .1.1 Puntos interiores; exteriores y frontera. 
1.1.2 Entorno de una figura. 
1.1.3 Figura abiertas y cerradas. 
1.2 Curvas Simples. 
1.2.1 Curva simple abierta 
1.2.1 Curva simple cerrada 
1.2.1 Equivalencia de figuras planas 
UNIDAD 11: 
2.1 Convexidad 
2.1.1 Figuras convexas planas. Figuras no convexas. 
2.1.2 Descomposición de un polígono convexo en un triángulo. 
2.2 Conexidad 
2.2.1 Figuras poligonales 
2.2.2 Figuras conexas, orden de conexión de un polígono. 
2.2.3 Características de Euler- poincaré de un polígono. 
2.2.4 Características de Euler- poincaré del plano. 
UNIDAD 111: 
3.1 Orientación 
3.1.1 Orientación en el plano 
3.1 .2 Ángulos y triángulos orientados 
UNIDAD IV: 
4.1 Puntos de una figura en el espacio 
4.1 .1 Punto interior, exterior y frontera. 
4.1 .2 Equivalencia de superficies en el espacio. 
4.1.3 Descomposición de un poliedro en poliedros convexos. 
4.1 .4 Característica de Euler- Poincaré en el espacio. 
4.1.5 Orientabilidad de superficies en el espacio. 
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TOPOLOGÍA 
LA GEOMETRÍA DEL CAUCHO 
BIENVENIDO A LA TOPOLOGÍA 
La lectura de las matemáticas puede ser una aventura parecida a la de 
leer una novela de misterio o a la exploración de una caverna. Hay 
muchas sorpresas, enigmas, trucos e interesantes ideas en las 
matemáticas. Si tienes interés en explorar el campo de las matemáticas 
por ti mismo, gozarás descubriendo nuevas ideas. Uno de los más 
extraños campos de las matemáticas para explorar es el de la topología. 
Todavía están descubriendo los matemáticos mismos, nuevas cosas 
acerca de la topología. 
Probablemente tendrás que leer esta sección sobre topología de una 
manera un tanto diferente de cómo leerías una novela. Debes leerla 
despacio. No te sorprendas si no comprendes por completo cada frase o 
cada párrafo la primera vez. Ten paciencia. Procura habituarte a leer 
matemáticas con lápiz y papel a la mano; no titubees en usarlos. Si 
trabajas con los ejercicios, haces dibujos y completas los. problemas te 
será más fácil el entender lo que leas. 
Esperamos que este trabajo te permita compartir el placer que otros han 
logrado al explorar el campo de las matemáticas. 
EL EXTRAÑO MUNDO DE LA TOPOLOGÍA 
¿Qué es Topología? 
¿Has oído alguna vez hablar de una hoja de papel con una sola cara? 
¿Por qué dicen los matemáticos que una rosquilla y un tiesto de flores se 
parecen más que una rosquilla y una trenza? ¿Cuándo es un triángulo lo 
mismo que un círculo? ¿Es posible cambiar el zapato izquierdo por el 
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derecho mediante un movimiento en el espacio? Esta es la clase de 
preguntas que la topología contesta. No suena esto mucho a 
matemáticas, ¿no es así? Pero lo es y uno de los más recientes y 
sugestivos campos de las matemáticas. Puesto que se ocupa de cosas 
que le son familiares, tales como el interior de un guante o la diferencia 
entre el zapato izquierdo y el derecho, no será un asunto demasiado 
extraño para ti. La topología está tan llena de imposibilidades, trucos y 
jeroglíficos que ha de ser divertido el aprender más acerca de ella. 
La topología es la rama de las matemáticas que decide acerca de lo que 
es posible. Nos dice si es posible volver del revés al interior de un 
neumático de automóvil. Puedes creer que éste es un problema fácil y 
los topólogos dicen que es posible, pero nadie ha sido capaz de hacerlo 
con un neumático real. 
En la topología, nunca se pregunta "¿Cuán largo?", "¿Cuán lejos?", 
"¿Cuán grande?" en su lugar, preguntamos: ¿Donde?, ¿Entre qué?, 
¿Dentro o fuera?. Un viajero sobre una carretera desconocida no 
preguntaría: ¿Qué distancia hay a San Isidro? Si no sabe en qué 
dirección está. La respuesta, "A tres millas de aqur' no le ayudaría 
mucho si hubiera varias carreteras. Sería mejor preguntar: ¿Cómo 
puedo llegar a San Isidro? Entonces la respuesta, "Siga esta carretera 
hasta llegar a una bifurcación, entonces tome a la izquierda", le dirá 
como llegar a San Isidro. 
Esta respuesta no parece muy matemática porque no dice nada acerca 
de distancias ni describe el camino como recto o curvo. Este es 
justamente el tipo de respuestas que da la topología a sus cuestiones. 
TOPOLOGÍA Y GEOMETRÍA 
La topología es algo parecida a la geometría, puesto que trata con 
puntos, líneas y figuras. Pero las figuras son diferentes de las de la 
geometría, porque se les permite cambiar de tamaño y de forma. Tanto 
es así, que alguien la ha llamado "geometría del caucho". La topología 
se interesa más por la posición que por el tamaño y la forma. Se ocupa 
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de las propiedades de posición que no son afectadas por cambios en el 
tamaño y la forma. 
Por ejemplo, supón que dibujas un cuadrado sobre una hoja de caucho o 
goma, marcando un punto en el interior del cuadrado. No importa cuánto 
estires o encojas la hoja de caucho, el punto quedará siempre en el 
interior de la figura. Así que la topología es el estudio de las propiedades 





La distancia no significa nada en la topología. Dos puntos distantes una 
pulgada pueden fácilmente por estiramiento ponerse a dos pulgadas una 
de otro. Análogamente, el tamaño de un ángulo carece de significado 
puesto que se puede estirar una hoja de caucho de modo que un ángulo 
de 15° se convierta en un ángulo de 35°. Incluso las líneas rectas no 
tienen significación alguna en la topología, ya que la recta AB. 
A ____________________ ~B 
Figura 2 
Puede convertirse en una línea curva como las que se muestran en la 
figura siguiente, mediante estiramiento de la hoja: 
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Figura 3 
La línea recta no sólo deviene una línea curva, sino que cambia de 
longitud. 
Corrientemente consideramos un objeto como, por ejemplo, una llave, 
como duro y rígido. Conserva su forma y se adapta a la cerradura años y 
años, no importando el movimiento que haya sufrido. Cuando un 
aeroplano despega y sale en vuelo parece hacerse más pequeño. Pero 
sabemos sin embargo, que conserva su tamaño en cualquier lugar que 
esté. La geometría euclídea consiste en el estudio de objetos que 
conservan siempre su tamaño y de forma cuando se mueven. Parte de 
la idea de que no hay ·cuerpos ·rígidos; todo puede cambiar de tamaño, 
forma y posición. 
Podemos imaginar una línea como un pedazo de cuerda o hilo. Si un 
punto está en una línea, como un nudo en un hilo, permanecerá en dicha 
línea aunque ésta se fuerza, se estire o encoja, o se curve de muchas 
maneras. Decimos también que una línea cruza a otra, pasa por un 
punto de esa línea. Esto significa por ejemplo, que si dibujas una línea 
CD cruzando a la línea XV, como en la figura que se ve a continuación, 
la línea CD pasa por un punto de XV. 
e 




Tantas propiedades de las líneas y figuras cambian en esta geometría 
del caucho que se puede pensar que nada permanece lo mismo. Esto no 
es verdad mira la línea AB de la figura 2 otra vez. Por más que estiremos 
o encojamos o doblemos la hoja, el camino que va de A a B continúa 
siempre siendo un camino de A a B que no se entrecruza. La línea o 
camino puede encorvarse, torcerse, alargarse, aún más que en la figura 
3, pero sin embargo permanece como línea o camino desde A hasta B. 
en la topología, un camino o línea del estilo de la AB se llama arco AB. 
CÓMO CAMBIAN LAS FIGURAS GEOMÉTRICAS EN TOPOLOGÍA 
Lo que hemos dicho acerca de las líneas sencillas como AB se aplica 
también a líneas que forman figuras geométricas como los círculos y los 
triángulos. 
Veamos lo que sucede con un círculo sobre una hoja o lámina de 





Podemos ver que el círculo cambia bastante de forma y de tamaño. Pero 
cualquiera que sea la manera de estirar la hoja (de deformarla), la figura 
permanece siendo un camino, ABCDA. También podemos ver que 
cualquiera que sea el punto de partida sobre este camino, volvemos a él 
sin cruzar el camino. Si partimos de C, pasaremos por B, A, D y 
volveremos a C. en la topología, todas estas figuras tienen el mismo 
nombre. Cada una se llama curva cerrada simple o circuito cerrado. Está 
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formada por dos arcos ABC y ADC que sólo tienen los puntos A y C en 
común. 





.~ rl D C o A'----+--' lJ b 
e 
e: ...... __ "-
Figura 6 
La topología dice que todas estas figuras son curvas cerradas simples. 
Cada una está constituida por dos arcos ABC y ADC. No importa que 
estos arcos sean rectos o curvos. 
En cada una de las anteriores ilustraciones, hay un punto O dentro de la 
curva cerrada y un punto X fuera de la curva cerrada. La línea OX cruza 
un arco de la curva cerrada. De cualquier manera que estas figuras 
puedan cambiar por deformación, OX siempre cruza un arco de la curva. 
El arco cerrado ABCDA no tiene agujero o hueco alguno por el· cual OX 
pueda colarse. 
La idea de una línea sin agujeros parece trivial, pero es muy importante. 
Hemos visto que esta idea de no tener agujeros una línea se llamó 
continuidad. En realidad nadie sabe si una línea tiene o no agujeros. 
Pero parece razonable intuitivamente suponer que no hay huecos en 
una línea. 
Decimos que esas curvas cerradas dividen la hoja en dos partes, un 
dentro o interior y un fuera o exterior. No puedes ir de dentro a fuera sin 
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cruzar la curva cerrada. Esto permanece cierto, no importa cómo se 
cambie la forma de la curva. Puesto que siempre tenemos que cruzar la 
línea al pasar de fuera a dentro cualquiera que sea el modo de deformar 
la figura, diremos que este cruce es una situación o circunstancia que 
permanece la misma respeto de una distorsión o deformación se llama 
un invariante. 
Cuando deformamos una figura por ejemplo, una recta deformada en 
una línea curva, o un cuadrado en un círculo, hemos hecho un cambio o 
una transformación que se llama cambio topológico o transformación 
topológica. Estas transformaciones cambian el tamaño y la forma de la 
figura, pero no constituyen una nueva figura topológica. 
Si cortamos, rompemos o doblamos una línea o una superficie, 
cambiamos la línea o superficie de tal modo que adquiere nuevos 
aspectos. De manera que una transformación topológica tiene que 
efectuarse son cortes, rasgaduras ni dobles y sin perforaciones. 
En el círculo ABCD, otra propiedad que no cambia, es decir, que es 
invariante, es el orden de los puntos A, B, C, D ¿Qué resultaba 
invariante en la línea AB? Es que, de cualquier modo que se la 
deformase, permanecía siendo un camino desde A hasta B, sin 
entrecruzarse. 
Hemos visto que en la topología un círculo puede transformarse en una 
elipse o en un cuadrado y una línea recta puede convertirse en una línea 
curva. Pero cuando juntamos los puntos A y B de la línea AB como en la 
figura 7, obtenemos una nueva figura, una curva cerrada. 
Figura 7 
De manera análoga, cuando cortamos el arco de un círculo, como en la 
figura 8, convertimos la curva cerrada en una línea. 
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Figura 8 
Estos cambios no son transformaciones. Nuevas figuras topológicas han 
sido formadas. 
En la geometría, estudiamos las propiedades de tamaño, forma, área y 
magnitud angular. Decimos que dos figuras son congruentes cuando 
podemos superponer la una sobre la otra, del mismo tamaño y forma, de 
manera que todas sus partes se ajustan entre sí. Las transformaciones 
topológicas nos dan figuras que se dice son equivalentes. 
En la topología, un círculo y un cuadrado son equivalentes por mucho 
que difieran en tamaño. Ambos tienen un interior y un exterior. Para ir 
del interior al exterior, tenemos que atravesar una línea. Si sombreamos 
el interior de la figura que sigue, podemos darnos cuenta fácilmente de 
cómo divide la superficie en que está dibujada en dos regiones. 
Figura 9 
EL CALIFA PERSA Y LOS PRETENDIENTES DE SU HIJA 
Figura 10 
La idea de un dentro y un fuera ayuda a 
resolver problemas interesantes como el de 
la vieja historia acerca de un califa persa 
que utilizó un problema topológico para 
elegir el marido de su bella hija. Tenía ésta 
tantos pretendientes que el califa decidió 
elegir al que mejor resolviese los problemas. El primer problema 
propuesto a los pretendientes que el califa decidió elegir al que mejor 
resolviese los problemas. El primer problema propuesto a los 
lOO 
pretendientes está representado en la figura 1 O. El problema consistía 
en conectar los mismos números mediante líneas que no se cruzasen 
entre sí ni cruzasen a ninguna otra línea de la figura. Cualquier 
pretendiente que resolviera con éxito este problema podría hablar a la 
hija del califa. 
Se trataba de un problema fácil y excitó a todos los pretendientes. Trata 
de ver si puedes resolverlo. ¿Habrías sido autorizado a hablar con la hija 
del califa? 
Figura 1 1 
Pero el pretendiente que podría casarse 
con la hija del califa tenía que resolver 
todavía un segundo problema.· Este 
segundo problema consistía también en 
conectar los mismos números con líneas 
que no se cruzasen entre sí ni cruzasen 
ninguna otra línea de la figura. Pero observa cómo ha cambiado el 
dibujo. ¿Puedes resolver este problema? Alguien ha dicho que la hija del 
califa murió soltera ¿Qué piensas tú? Una solución del primer problema 
puede ser el siguiente: 
Figura 12 
¡Es bien fácil! 
Para el segundo problema, tracemos · 
líneas de 1 a 1 y de 2 a 2. Tenemos así 
una curva cerrada simple. El interior está 
sombreado. Un 3 está dentro de la cur:va 
cerrada y el otro 3 está fuera. Y sabemos 
que no podemos ir del interior al exterior de 
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una curva cerrada simple sin cruzarla; así que la topología dice que es 
imposible dibujar las líneas sin cruzamientos. 
En el problema del califa se trataba con una curva cerrada simple con un 
dentro y un fuera. La topología se ocupa también de otras curvas que no 
son curvas cerradas simples. Figuras cerradas como la representada a 
continuación tienen más de un interior. ¿ves cinco regiones (cuatro 
áreas interiores) en la figura 14?. 
Ahora mira la figura 15. En cada dibujo ¿en cuántas regiones resulta 
dividida la hoja? ¿Cuántas regiones interiores tiene cada una de ellas? 
.• :
a b . e 
figuru 1 S 
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 1 
Curvas topológicas y regiones 
1. ¿Cuáles de las siguientes figuras son líneas topológicas? 
2. ¿Cuáles de las siguientes figuras son curvas cerradas simples? 
3. ¿Cuántas regiones interiores tiene cada una de estas figuras? 
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DIVERSIÓN CON LA CINTA MOEBIUS 
Todas las superficies cerradas que hemos considerado han sido 
superficies sobre una hoja o lámina. Todas las hojas o láminas que 
conocemos, análogas a una hoja de papel, tienen dos superficies o 
caras - una al frente y otra atrás. ¿Has visto alguna vez una hoja de 
papel con una sola superficie o cara? Efectivamente la hay. Se llama 
cinta de Moebius y ha sido utilizada por muchos prestidigitadores para 
entretener a la gente. Ha sido un juguete para los matemáticos desde 
que fue descubierta por Augusto Fernando Moebius, un matemático 
alemán, en 1858. Una mosca puede pasear desde cualquier punto sobre 
esta cinta a cualquier otro punto sin saltar por una arista. A diferencia de 
una hoja de papel o la superficie de una mesa, carece de "encima" o 
"debajo", de "delante" y "atrás". 
Puedes construir una cinta de Moebius con una tira de papel. Cualquier 
tamaño o clase de papel sirve, pero una cinta engomada de una o dos 
pulgadas de anchura y uno o dos pies de largo es fácil de manejar. 
Utilizamos la cinta para hacer el anillo o banda. Pero antes de pegar los 
bordes extremos entre sí, torcemos media vuelta uno de los bordes 
extremos. Si empleas cinta engomada, tuerce uno de los extremos de tal 
modo que se pegue la cara engomada del uno con la del otro. (Fig. 16) 
~! 
Figura 16 
Si trazas una línea sobre la superficie de tu cinta de Moebius, podrás 
observar que sin saltar o cruzar el borde podrás dar la vuelta completa a 
toda la superficie. Pinta o colorea una superficie sin pasar el pincel sobre 
un borde ¿Queda entonces otra cara o superficie por colorear? 
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Otro resultado inesperado se obtiene cortando la cinta a lo largo con una 
tijera siguiendo una línea central ¿Qué resultado sorprendente 
encuentras? Si haces otra cinta y la cortas a lo largo entrando a un tercio 
de un borde, como el punto B de la figura 16, obtienes otro resultado. 
Si colocas el problema del califa que consideramos antes, sobre una 
·cinta de Moebius, podrás ganar a la hija del califa. Trata de hacerlo. 
Procura entonces trazar las líneas completas alrededor de toda la cinta, 
de igual modo que pintaste la cinta. 
La cinta de Moebius nos permite considerar desde un nuevo punto de 
vista los objetos orientados derecha o izquierdamente, como zapatos o 
guantes. Si comparas los dos guantes de un par de ellos, encontrarás 
que son iguales cualesquiera que sean las medias que efectúes. Pero ya 
sabes que los guantes son muy distintos. El de la mano izquierda no se 
adapta a la mano derecha. 
¿Cómo podemos convertir un guante derecho en un guante izquierdo? 
En dos dimensiones parece posible lograrlo sobre una cinta de Moebius, 
si pudieras deslizar la imagen de un guante a lo largo de .la superficie .de 
una cinta de Moebius, el guante quedaría al revés hacia atrás, al 
regresar al punto de partida. 
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 2 
Propiedades de la Cinta de Moebius 
Puedes divertirte mostrando a tus amigos los raros resultados que 
obtienes al cortar cintas de Moebius de diferentes maneras. Copia y 
completa la tabla siguiente para ver lo que sucede cuando alteras el 
número de semitorsiones y la forma en que cortas la cinta: 
Número de Número 
Resultados del corte (N_úmero de 
Clase de caras y bordes, longitud y anchura, 
Semi- de Caras 
Corte número de lazos, torsiones 




1 A un tercio 
2 Central 
2 A Lin tercio 
3 Central 
3 A un tercio 
Aquí va una historia sobre el legendario Paul Bunyan que muestra como 
la cinta de Moebius tiene algunas aplicaciones "prácticas". 
106 
y 
PAUL BUNVAN CONTRA LA CORREA TRANSPORTADORA 
Uno de los más resonantes éxitos de Paul Bunyan fue debido no a su 
brillante pensamiento, sino a su prudencia y cautela. Fue el famoso 
asunto de la correa transportadora. 
Paul y su mecánico Ford Fordsen, habían empezado a explotar una 
mina de uranio en Colorado. El mineral era extraído mediante una cinta 
o correa sin fin que recorría media milla entrando en la mina y media 
milla saliendo de ella, con una longitud total de una milla. Tenía cuatro 
pies de anchura. Corría sobre una serie de rodillo y estaba movida por 
una polea montada sobre la transmisión del gran camión azul "Babe" de 
Paul. Los fabricantes de la correa la habían hecho toda ella de una pieza 
sin empalmes ni ataduras, y la habrían torcido media vuelta en la parte 
de retorno con el fin de que el desgaste fuera el mismo a ambos lados. 
Al cabo de varios meses de labor, la galería de la mina se duplicó en 
longitud, pero la cantidad de material extraído fue menos. Paul decidió 
que se necesitaba una correa doble de larga y la mitad de ancha. Dijo, 
.pues a F.or:d .For:dseo que coo .su .sierra cortara .la correa .a .todo lo .largo 
en dos. 
"Esto nos dará dos correas" dijo Ford Fordsen. "Tendremos que dar un 
corte transversal a cada una y luego empalmarlas, lo cual significa que 
tendré que ir a la ciudad para comprar los materiales necesarios para los 
dos empalmes". 
"No", dijo Paul. "Esta correa está media vuelta torcida, lo cual hace que 
sea, como es sabido en geometría, una cinta de Moebius" 
"Que importa la diferencia", preguntó Ford Fordsen. 
"Una cinta de Moebius", dijo Paul Bunyan, tiene una sola cara y una sola 
arista o borde, y si la cortamos en dos a todo lo largo de ella, 
permanecerá de una sola pieza. Tendremos una correa el doble de larga 
y la mitad de ancha. 
"¿Cómo puede usted cortar algo en dos y resultar otra vez una sola 
pieza?" preguntó Ford Fordsen. 
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Paul era modesto y nunca fue testarudo. "Probárnoslo pues", dijo. 
Fueron a la oficina de Pauil. Paul cogió una tira de papel engomado de 
unas dos pulgadas de ancho y una yarda de largo. La puso sobre su 
mesa con la cara engomada hacia arriba. Levantó los dos extremos de 
la tira y los juntó delante de él con las caras engomadas hacia abajo. 
Entonces torció uno de los extremos, lo humedeció, lo deslizó por debajo 
del otro y mantuvo las dos caras engomadas juntas. Había construido 
por sí mismo una cinta sin fin de papel torcida media vuelta y 
precisamente análoga a la gran correa del transportador. 
"Esto, dijo Paul, "es una cinta Moebius". Se tiene que comportar 
justamente como he dicho- ¡espero!". 
Paul tomó una tijeras, hendió la punta de una en el centro del papel y 
cortó la cinta longitudinalmente. Y cuando terminó tenía una cinta doble 
larga, la mitad de ancha y con una doble torcedura en ella. 
Ford Fordsen quedó convencido, salió y empezó a cortar la gran correa 
en dos. En este momento, un tal Parlanchin Johnson llegó a ver como 
marchaba ·la empresa de Paul·y a presentar cualquier crítica destructiva 
que se le pudiera ocurrir. Parlanchin Johnson que era el Fanfarrón 
Público Número Uno, encontró muchos defectos en todo. 
"Si cortan esta correa longitudinalmente acabarán teniendo dos correas, 
cada una de la misma longitud que la original pero sólo la mitad de 
ancha". 
"No, dijo Ford Forsen, ésta es una cinta muy especial conocida con el 
nombre de cinta de Moebius. Si se corta longitudinalmente se obtendrá 
una cinta con doble longitud y de un ancho mitad". 
¿Quieres apostar?, preguntó Parlanchín Johnson. 
"¡Seguro!", dijo Ford Fordsen. 
Apostaron mil dólares. Y desde luego, ganó Ford Fordsen. Parlanchín 
Jonhson quedó tan atónito que se escabulló y no apareció en seis 
meses. Cuando finalmente volvió encontró a Paul Bunyan precisamente 
en trance de cortar por segunda vez la correa longitudinalmente. 
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"¿Con qué objeto?" pregunto Parlanchín Jonhson. 
Paul Bunyan dijo: "El túnel ha avanzado mucho y el material extraído no 
es tan voluminoso como antes. Así que estoy alargando otra vez la 
correa y haciéndola más estrecha". 
"¿Dónde está Ford Fordsen?" 
Paul Bunyan dijo: "Le he enviado a la ciudad para obtener algunos 
materiales para empalmar la correa. Cuando termine de cortarla 
longitudinalmente, tendré dos correas de la misma longitud que ésta y 
sólo la mitad de anchas. De modo que tendré que hacer algunos 
empalmes". 
Parlanchín Jonhson difícilmente podía creer lo que oía. Se le presentaba 
una buena ocasión de recuperar los mil dólares perdidos y de paso 
hacer quedar a Paul como un bobo. "Escuche", dijo Parlanchín Jonhson 
"cuando termine tendrá solamente una correa de doble longitud y una 
mitad de anchura". 
"¿Apostamos?" 
"¡Seguro!" 
De esta manera apostaron mil dólares y desde luego, Parlanchín 
Johnson perdió otra vez. No era que Paul Bunyan fuera muy brillante. Se 
debía a que simplemente era metódico. Había ensayado con la tira de 
papel engomado y aprendió que la segunda vez que se recorta la cinta 
de Moebius se obtienen dos piezas --: enlazadas entre sí como una 
cadena de reloj anticuada. 
LA TOPOLOGÍA RESUELVE ALGUNOS PROBLEMAS 
INTERESANTES 
Un problema acerca de Puentes y la Topología 
En el siglo XVIII, en la soñolienta ciudad universitaria de Koenigsberg 
(hoy la ciudad rusa de Kaliningrado), los paseantes domingueros 
gustaban deambular a lo largo de las márgenes del río Preger, que 
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formaba meandros al atravesar la ciudad y que estaba cruzado por siete 
puentes. Esos puentes unían cada margen del río con dos islas, y 
además había un puente que comunicaba ambas islas, como se muestra 
en el dibujo que sigue. 
--
Figura 17 
Un día, un nativo propuso a sus vecinos la cuestión: "¿Cómo se puede 
dar un paseo un domingo de manera que se cruce cada uno de nuestros 
siete puentes y cada uno de ellos exactamente una vez?" el problema 
intrigó al vecindario y pronto captó también el interés de muchos otros 
habitantes de Koenigsberg. Consideraron seriamente la cuestión, pero 
ninguno pudo lograr una respuesta. 
De algún modo ,el problema llamó .la atención de un matemático St;Jizo de 
nombre Leonardo Euler, quien estaba prestando servicios en la corte de 
la emperatriz rusa Catalina la Grande en San Petersburgo. Euler 
concentró su habilidad matemática en el problema y eventualmente logró 
obtener una solución. Los puentes no pueden cruzarse del modo exigido 
por el problema. Quizás el que primero planteó la cuestión quedó 
defraudado, pero quizás también podía haber quedado menos 
descontento si se entera de que, en el proceso de pensar sobre el 
problema, Euler había fundado la rama de la matemática que estamos 
ahora considerando, la topología. 
CIRCUITOS 
Para resolver el problema de los puentes de Koenigsberg. Euler no juzgó 
necesario ir a Koenisgberg. Permaneció en San Petersburgo e hizo lo 
que los materiales hacen habitualmente: dibujó un diagrama del 
problema. En este diagrama la parte de tierra y márgenes está 
representada por puntos, y los puentes por líneas que conectan estos . 
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puntos, como en la figura 18 más abajo. Ahora puedes pensar sobre el 
problema con un lápiz, como hizo Euler. Trata de ver si puedes recorrer 
con la punta del lápiz el circuito de la figura 18b, partiendb de algún 
punto del circuito y sin pasar por ninguna línea dos veces ni levantar el 
lápiz del papel. Con este método Euler inventó circuitos y descubrió 




Figura 18 b 
El diagrama del problema de los puentes de Koenigsberg se llama un 
circuito o red. Los puntos en los que se cruzan las líneas se llaman 
vértices del circuito, y las líneas que representan los puentes se llaman 
arcos. Un circuito es recorrido o trazado pasando por todos los arcos 
una sola vez. Por cada vértice se puede pasar cualquier número de 
veces. En el circuito de los puentes de Koenigsberg, los vértices son A, 
B, C y D. El número de arcos que inciden en A es 3, de modo que el 
vértice A se dice que es un vértice impar. De igual modo, B es una 
vértice impar, puesto que inciden en él 5 arcos. Euler descubrió que: 
tiene que haber siempre un cierto número (que puede ser cero) de 
vértices impares en cualquier circuito si hay que recorrerlo en una 
jornada sin repasar por ningún arco. También descubrió Euler otras 
leyes importantes de los circuitos. Es posible que puedas tú también 
descubrirlas estudiando los ejercicios que se proponen más adelante. 
Copia las figuras geométricas. Entonces estudia los vértices y recorre los 
circuitos para ver si puedes descubrir las relaciones válidas entre los 










CONJUNTO DE EJERCICIOS 3 
Experimentación con Circuitos 
Para cada circuito tabula el número de vértices pares y el número de 
vértices impares, y luego averigua si el circuito puede ser recorrido. 
Copia y completa la tabla que sigue a las figuras. 
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DESCUBRIMIENTO DE EULER ACERCA DE LOS CIRCUITOS 
Muchos de los problemas de la topología están relacionados con 
circuitos. Estudia los circuitos del conjunto de ejercicios 3 para encontrar 
las respuestas a las siguientes cuestiones sobre las relaciones entre los 
vértices y los arcos. 
1. ¿Dónde empieza o termina siempre un arco? 
2. Si dos arcos se cortan ¿Qué se pueden decir acerca de sus vértices? 
3. ¿Son conexas por arcos todas las partes de un circuito? 
4. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si solamente tiene 2 
vértices impares? 
5. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si tiene más de 2 
vértices impares? 
6. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si solamente tiene 
vértices impares? 
7. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si tiene más de 2 
vértices pares? 
8. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si tiene más . de 2 
vértices pares? 
9. ¿Puede recorrerse un circuito en una jornada si todos sus vértices son 
pares? 
Buscando las respuestas a cuestiones como éstas. Euler hizo cuatro 
descubrimientos generales acerca de los circuitos. Primero demostró 
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que el número de vértices impares en un circuito es siempre par si se 
puede recorrer en una jornada. Trata de recorrer un circuito con un 
número impar de vértices impares en una jornada. ¡Si lo logras, 
conseguirás fama matemática!. 
En segundo lugar Euler encontró que un circuito cuyos vértices todos 
son pares se puede recorrer en una jornada. Con otras palabras 
podemos partir de una vértice cualquiera, recorrer todo el circuito y 
volver al mismo vértice sin haber pasado dos veces por ningún arco. 
El tercer descubrimiento de Euler fue que si un circuito contiene 2, y sólo 
2, vértices impares entonces podrá ser recorrido en una jornada, pero 
será imposible regresar al punto de partida. Sería necesario para ello 
partir de un vértice impar y terminar en el otro. 
El último descubrimiento de Euler consistió en que si un circuito contiene 
4, 6, 8 o cualquier número par mayor de vértices impares, entonces será 
imposible recorrer dicho circuito en una jornada. En estos casos el 
número de jornadas requeridas sería igual a la mitad del número de 
vértices impares. 
Veamos como todo lo dicho se aplica a los puentes de Koenigsberg. 
Este circuito contiene 4 vértices impares, lo cual significa que es 
imposible recorrerlo en una jornada. En efecto, el cuarto descubrimiento 
de Euler nos dice que serían necesarias exactamente dos jornadas. 
·Mientras Euler se ocupaba con el problema de los puentes de 
Koenigsberg se dio cuenta de que estaba tratando con una nueva clase 
de geometría. Pudo ver que las propiedades que descubría no 
dependían ni del tamaño ni de la forma de la figura. De estas ideas nació 
la rama de las matemáticas que ahora llamamos topología. En los 
circuitos que se han estudiado no importan nada la longitud, el área, los 
ángulos o las formas. En vez de todo esto, lo importante ha sido los 
lugares y el cómo estos están conectados mediante arcos. En la 
geometría, estudiamos las propiedades de las figuras que permanecen 
igual cuando se mueve la figura sin alterar su forma. Por ejemplo, un 
círculo tiene un cierto radio, diámetro, circunferencia y área, que no 
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cambian si se le mueve de un lugar a otro. Cuando movemos las figuras 
en geometría el movimiento es rígido; esto es, no se permite cambio 
alguno de su forma. En topología, podemos mover las figuras y cambiar 
su forma mediante torsiones 6 estiramiento, olvidándose de la longitud, 
de la distancia, de los ángulos y áreas. En ella, se estudian las 
propiedades de la figura que se conservan en las deformaciones de ese 
tipo. 
Ahora veamos como los circuitos se puede aplicar a las curvas que 
antes hemos considerado. Él circuito más simple es un solo arco, tal 
como AB: A B. A y B son los vértices de este arco. Otro circuito 
s~ A B, la curva cerrada con 2 vértices y arcos. 
Podemos sin embargo, localizar otros puntos sobre AB, de manera que 
habría muchos más vértices, así: 
_e I> 
.-re-.:>'~ 
¡~· ¡: G 
Ejemplos de circuitos más complicados son las líneas en una cancha de 
baloncesto o las ciudades y carreteras de un mapa turístico. 
CONJUNTO DE EJERCICIOS 4 
Problemas sobre Circuitos y Rompecabezas 
1 . Las tres casas indicadas a continuación A, B y C tienen que conectarse 
con la central de agua W, con la central de gas, G, y con la central 
eléctrica, E. ¿Será posible realizar estas conexiones de manera que las 
líneas de conexión no se crucen? Dibuja un circuito para que le ayude a 
decidir si ello es o no posible. Quizás sombreando el dibujo, como 
hicimos en el problema del califa, puedes encontrar la respuesta a este 
rompecabeza. 
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2. ¿Será posible recorrer por completo una casa cuya planta está indicada 
en la figura que sigue, pasando por cada puerta una vez y solamente 
una vez? Trata de dibujar un circuito que corresponda a esta figura. 
Considera las habitaciones como vértices y las puertas como arcos. 
r 1 1 
A /J 
1- 1 1 --1 1 
e D ¡;; 
L 1 1 ..J 
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CIRCUITOS, REGIONES Y UNA FÓRMULA IMPORTANTE 
Una de las cuestiones que se plantean sobre los circuitos es la del 
número de partes, o regiones, en que un circuito divide a una superficie 
plana. Por ejemplo, en la figura 19a que sigue, hay una sola región. 
Puedes ir desde un punto cualquiera del plano a cualquier otro punto del 




¿Cuántas regiones se obtienen para una curva cerrarla como la de la 
figura 19b? ¿Puedes contar 4 regiones para el circuito de la figura 19c? 
¿Qué relaciones existen entre regiones, arcos y vértices? Si estudias los 
circuitos del Conjunto de Ejercicios 5 puedes lograr descubrir la relación 
entre el número de vértices (V), el número de arcos (A) y el número de 
regiones® de un circuito. 
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 5 
Experimentación con Circuitos y Regiones 
Copia y completa la tabla que sigue a las ilustraciones de cada uno de 
los circuitos y entonces trata de establecer una fórmula que relacione las 
tres variables, V, A y R. 
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FORMULA DE EULER PARA LOS CIRCUITOS 
Si eres un mago matemático, descubrirás que: V - A + R = 2 
Esta es la fórmula de Euler para los circuitos y expresa una de las más 
importantes propiedades de los circuitos. Mira si es válida para los 




EL PROBLEMA DE LOS CUATRO COLORES 
·uno de los más famosos problemas no resueltos de las matemáticas 
que concierne a circuitos y regiones es el problema de los cuatro 
colores. Supón que tenemos que dibujar un mapa de tal modo que los 
países con una frontera común tengan colores diferentes. ¿Cuántos 
colores distintos serán necesarios para este tipo de mapa? 
Los dibujos a continuación representan algunos posibles mapas. 
Cópialos y colorea los países de modo que los países con fronteras 




Hasta ahora ha sido posible colorear todos los mapas que se pueden 
imaginar con sólo cuatro colores distintos. Sin embargo, no se ha podido 
demostrar matemáticamente que cuatro colores son suficientes para 
todos los mapas. Se ha demostrado que cinco colores bastan para 
colorear cualquier mapa y que para colorear algunos mapas son 
necesarios al menos cuatro. Pero los matemáticos están todavía 
buscando una demostración de que cuatro colores son a la vez 
suficientes y necesarios. Así que si quieres hacerte famoso, encuentra 
un mapa que necesite cinco colores o prueba que cuatro colores son 
suficientes. 
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 6 
Mapas y Colores 
1) Haz estos ejercicios con un mapa de los Estados Unidos de América. 
a) Dibuja un circuito de seis estados en una región dada. 
b) ¿Cuál es el menor número de estados que tienes que atravesar en un 
viaje desde Portland, Maine, hasta San Francisco, California? 
e) ¿Cuántos colores diferentes se necesitan para colorear el mapa de la 
parte b de manera que todos los estados de esa región queden 
coloreados distintamente? 
d) ¿Qué estados bordean o son fronterizos del mayor número de frontera 
común cuando bordean o ser fronterizo significa tener una frontera 
común que no sea un solo punto? 
2) Copia el mapa siguiente. Coloréalo con cuatro colores de modo que 
ningún par de estados con frontera común tengan el mismo color. 
3) Dibuja un mapa con diez regiones que pueda ser coloreada con tres 
colores, de modo que dos regiones fronterizas no tengan el mismo color. 
4) Divide un círculo en regiones mediante rectas de manera que no indican 
tres rectas cualesquiera en el mismo punto. ¿Cuál es el mayor número 
de regiones formadas para cada número de rectas trazadas? Copia y 
llena esta tabla: 







¿Qué relación hay entre los cortes y las diferencias en los números de 
regiones? ¿Cuántas regiones podrías predecir para seis rectas? 
UNA MIRADA TOPOLÓGICA A NUESTRO MUNDO 
TRIDIMENSIONAL 
Clasificación de Figuras Topológicas 
En nuestra era espacial, desde luego, deberíamos considerar cómo se 
aplica la topología a los objetos tridimensionales, tales como las esferas, 
los cubos y los objetos en forma de rosquilla que ocupan espacio. 
En topología, una esfera es lo análogo a un círculo en el plano. Divide al 
espacio en una región interior y una región exterior. Un cubo o una 
. pirámide tiene la misma propiedad. Para ir desde un punto interior a 
estas figuras a un punto del exterior, el camino o trayectoria cruza a la 
superficie al menos en un punto. También aquí suponemos que no hay 
agujero o hueco alguno en la superficie del objeto, lo mismo que 
tampoco hay agujeros en una línea. Esto ·significa que una superficie es 
continua. Cualquier superficie cerrada que divide al espacio en dos 
regiones, una interior y otra exterior, es una superficie cerrada simple. 
Así una esfera, un cubo y una pirámide son superficies cerradas simples. 
Cualquier superficie cerrada simple análoga a un cubo o a una pirámide 
puede convertirse en una esfera mediante una deformación. 
¿Cuál es la diferencia entre una curva cerrada simple y un anillo o entre 
una esfera y una rosquilla? La topología nos dice que todo depende de 
la conexión de las líneas o superficies. 
Y la topología nos dice también cómo transformar o cambiar una figura u 
objeto en otra figura u objeto distinto. Por ejemplo, considera un anillo 
sobre una superficie plana como en la figura 22. 
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Figura 22 Figura 23 
El borde de la figura anular no es una curva cerrada simple. Divide a la 
hoja en que está, en tres regiones A, B y C. pero si cortamos el anillo 
una sola vez, como en la figura 23, el borde del anillo se convierte en 
una curva cerrada simple. A y C ahora están ambas en el exterior. 
La topología clasifica los objetos o las figuras determinando cuántos 
cortes se necesitan para simplificar la figura o la superficie. Un disco 
circular es una superficie simplemente conexa porque un solo corte lo 
descompone en dos pedazos. Un anillo como el presentado antes se 
clasifica como superficie doblemente conexa, porque necesitamos un 
corte para convertirlo en simplemente conexo, es decir, se necesitarían 
dos cortes para ·descomponerlo en dos pedazos. 
En tres dimensiones, la topología clasifica los objetos de acuerdo con el 
número de cortes necesarios para convertirlos en algo análogo a la 
esfera. Por ejemplo, la rosquilla es algo parecida al anillo descrito antes. 
Si damos un corte transversal una sola vez en una rosquilla como 
muestra la figura 24, se convierte en una figura que puede ser 
deformada en una esfera. Observa que un solo corte transversal en un 
objeto análogo a una esfera produciría dos pedazos. De modo que el 
resultado producido por un corte solo es la distinción topológica principal 
entre una rosquilla y una esfera. Decimos que la rosquilla y la esfera 
difieren en "conexión" o "conectividad". 
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Figuro 24 
¿Qué se puede decir acerca del agujero en una rosquilla? ¿Es interior o 
exterior? En topología, decimo que el agujero es exterior, no interior. En 
realidad, el agujero en una rosquilla juega muy poco papel en las 
definiciones de clasificación topológica. 
Ahora concedamos una mirada a los bordes de las figuras topológicas. 
Una hoja de papel o una tarjeta redonda se dice que tiene dos 
superficies o caras y un borde. Un neumático de automóvil tiene dos 
caras pero ningún borde. Un cilindro abierto tiene dos bordes y dos 
caras. Un método para clasificar objetos es contar los cortes 
transversales que pueden efectuarse sobre una superficie sin dividirla en 
más de una pieza. Un corte transversal puede imaginarse como un corte 
hecho con unas tijeras que empieza y termina en bordes. 
Si efectuamos un corte desde un lado de una hoja cuadrada de papel 
hasta otro, vemos que queda dividida en dos partes distintas. Si 
hacemos lo mismo con un tubo de cartulina, lo reducimos a una 
superficie equivalente a un cuadrado. Desde luego, si cortamos el 
cilindro a lo largo de una línea paralela a sus bordes, obtenemos dos 
cilindros. El cuadrado decimos que es una superficie simplemente 
conexa: el cilindro, que es una superficie doblemente conexa. Una 
esfera punteada podría estirarse y aplanarse sobre una hoja si el agujero 
se agranda suficientemente. De modo que una esfera punteada es una 
superficie simplemente conexa. 
El objeto tridimensional en la figura 25(a) es doblemente conexo, porque 
se necesita un corte para convertirlo en un cuerpo simplemente conexo; 




CONJUNTO DE EJERCICIOS 7 
Superficies Tridimensionales 
1. ¿Cuántos cortes son necesarios para convertir los sólidos siguientes 
en simplemente conexos? 
o b 
d 
2. Clasifica los objetos siguientes como superficies simples, doble, o 
triplemente conexas: 
a) Un apelota de fútbol 
b) Una manguera de jardín 
e) Una chaqueta 
d) Un jersey 
e) La cámara de un neumático 
f) Un plato de cartón 
g) Un vaso de cartón, sin asas 
3. A causa de la distinta conectividad, algunos enigmas o rompecabezas 
que no pueden resolverse sobre una superficie simple como un plano o 
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una esfera, pueden ser resueltos, sin embargo, sobre una superficie más 
compleja como un toro (nombre técnico de una superficie en forma de 
rosquilla). 
Habrás encontrado imposible el hacer el problema 1 del conjunto de 
Ejercicios 4 sobre un plano. Trata de ver si logras resolverlo sobre una 
rosquilla. 
LA EXTRAÑA BOTELLA DE UN FAMOSO MATEMÁTICO 
Un objeto tridimensional análogo a una cinta de Moebiusunilátera es la 
botella de Kelin en 1882 por el gran matemático alemán Felix Klein. La 
manera más fácil de representar visualmente esta botella consiste en 
imaginar que en un neumático se hace un corte y se endereza hasta 
parecer un cilindro. Un extremo se estira entonces para constituir una 
base y el otro se estrecha de forma análoga al cuello de una botella. 
figura 26 
Después, el extremo estrecho se retuerce y se le hace pasar por el 
agujero del vástago de la válvula en la cara del neumático. Finalmente, 
es~e extremo se ensancha y se pega al extremo abierto en la base. Esto 
puede llamarse una botella de Klein "punteada", siendo el agujero el 
neumático la puntura o pinchazo de la botella. En topología, 
habitualmente suponemos que no hay realmente agujero alguno, de 
modo que la superficie unilateral se atraviesa a sí misma. Esto, desde 
luego es efectivamente imposible de realizar con un neumático, pero,· sin 
embargo, en la topología hacemos uso con toda libertad de tales 
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extrañas posibilidades. Una botella de Klein puede considerarse como 
un par de cintas de Moebius pegadas por los bordes. 
Estas propiedades de las cintas de Moebius y de las botellas de Klein 
han sido resumidas en un par de jocosas quintillas: 
Un matemático dijo confidencialmente 
Que una cinta de Moebius es unilátera 
Y lograrás una carcajada 
Si cortas una en dos, 
Pues permanece de una pieza cuando se la divide. 
Un matemático de nombre Klein 
Piensa que la cint de Moebius es divina 
Dijo: "Si pegas 
Los bordes de dos de ellas, 
Una fantástica botella parecida a la mía obtendrás". 
LA FÓRMULA DE EULER EN TERCERA DIMENSIÓN 
La fórmula de Euler para los circuitos, V - A + R = 2, puede aplicarse a 
ciertas figuras tridimensionales llamadas poliedros. Un poliedro es un 
sólido construido con partes de superficies planas llamadas caras del 
poliedro. Un ladrillo es un ejemplo de poliedro. En un poliedro regular, tal 
como un cubo, las caras son figuras geométricas con todos sus lados y 
ángulos iguales, todas las caras tienen la misma forma y tamaño (son 
congruentes) y los ángulos de incidencia de las caras pueden hacerse 
coincidir. 
Hay cinco y sólo cinco poliedros regulares. Ya hemos mencionado el 
cubo como un ejemplo de poliedro regular con seis caras, se dice que es 
un hexaedro regular. Los otros poliedros que pueden ser regulares son 
los que tienen cuatro caras (tetaedro), ocho caras (octaedro), doce caras 
(dodecaedro) y veinte caras (icosaedro). Los poliedros regulares están 
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representados en la figura 27. Busca modelos de estos poliedros. 
Puedes tú mismo construir tales modelos con cartulina, guiándote por los 
esquemas de la figura 28. 
Al aplicar la fórmula de Eulerr a los poliedros, habitualmente se utiliza el 
símbolo A para representar el número de aristas del poliedro y se 
cambia R en C para representar el número de caras ¿Te das cuenta de 




















CONJUNTO DE EJERCICIOS 8 
Poliedros y la Fórmula de Euler 
Copia la tabla siguiente y llena los espacios en blancos: 
Número de Número de Número de 
Nombre V +C =A+2 








MANIOBRAS Y DIVERSIÓN CON LA TOPOLOGÍA 
La topología es una especie tan curiosa de matemáticas que con gran 
facilidad ,.pu~de emplearse para mistificar a .la gente .que .no tiene 
conocimiento de ella. Vimos un ejemplo de esto con la cinta de Moebius. 
Hay muchos otros efectos raros y extraños que pueden lograrse 
mediante varias aplicaciones de la topología y muy bien pudieras desear 
presentarlas en fiestas y otras reuniones para divertir y mistificar a tus 
amigos. También, la topología tiene muchos interesantes problemas y 
rompecabezas que resulta divertido tratar de resolver en reuniones de 
amigos. Algunos de ellos se presentan en las páginas siguientes. ¿Por 
qué no tratarlos? Si necesitas ayuda, encontrarás las soluciones al final 
del folleto. 
NUDOS Y TOPOLOGÍA 
Una de las aplicaciones de la topología consiste en el estudio de los 
nudos hechos con un cordel o hilo. Si se hace un nudo flojo, se puede 
seguir a lo largo del cordel hasta el extremo terminal del cordel. 
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Supongamos que hacemos dos nudos en un cordel, como en la figura 
29. 
'figura 29 
Ahora llevemos los nudos el uno hacia el otro. Estos nudos son opuestos 
uno de otro y sin embargo no se desharán el uno al otro cuando se les 
aproxima. En vez de eso, uno pasa a través del otro hasta el otro lado, 
dejando ambos nudos invariables. El experimento comprueba que esto 
es siempre cierto para dichos nudos, pero nadie ha podido demostrarlo. 
Un falso nudo conocido con el nombre de Nudo Chefalo es un ejemplo 
de nudos utilizados por los prestidigitadores. Empieza como un nudo 
cuadrado tal como se indica en la figura 30a. Entonces un extremo se 
trenza hacia dentro y hacia fuera . como se indica .con flechas .en .la figura 
30b. Cuando se tira de los extremos, el nudo queda deshecho. 
Figura 30 
EN EL OJAL DE UN AMIGO 
Ata L!n lazo de cuerda a un lápiz o a un palillo corto, teniendo cuidado de 
que el lazo sea más corto que el lápiz. Engancha el lápiz a un ojal de la 
chaquea de un amigo sin deshacer el lazo como muestra la figura 31 b. 
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Tira el lápiz como se indica en la figura 31c. Propón a tu amigo el sacar 
el lápiz sin deshacer ni cortar el lazo (¡o su ojal!). si no ha prestado 
atención a la manera como se le ha enganchado el lápiz, le costará 
mucho tiempo el sacarlo. 
Fiuuru 31 
Una variante de este acertijo es el enlazar una 
cuerda a través de un par de tijeras y luego 
atar los extremos de la cuerda a un botón 
ancho, como muestra la figura 32. El botón 
debe de ser más ancho que la abertura de las 
mangas de las tijeras. El problema consiste en 
librar el botón de las tijeras sin desatar ni cortar la cuerda. 
QUITÁNDOSE EL CHALECO 
El objeto de esta prestidigitación es quitarse el chaleco sin necesidad de 
quitarse primero la chaqueta. Ponte un chaleco y una chaqueta. Si el 
chaleco es grande, el truco es más fácil de ejecutar. La chaqueta puede 
ser desabotonada, pero no se permite sacar los brazos de las mangas 
de la chaqueta. 
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EL ACERTIJO DE LOS ANILLOS 
Los tres anillos representados en la figura 33 están en una rara relación 
topológica. Al quitar uno cualquiera de los anillos, los otros dos quedarán 
libres también. Por tanto, cada dos anillos no están enlazados pero los 
tres juntos si lo están. 
Flouro JJ 
TRUCO CON CUERDAS 
Ata un trozo de cuerda a cada una de tus muñecas. Ata un segundo 
trozo de cuerda a cada una de las muñecas de un compañero de tal 
manera que este trozo enlace al primero. El objeto de esta 
prestidigitación es separarte de tu compañero sin cortar la cuerda, sin 
desatar los nudos, y sin quitar la cuerda de tus muñecas ¡Puede hacerse 
en efecto!. 
Figura J4 





Para ejecutar este rompecabezas 
necesitas cartulina, cuerda, dos 
botones y dos abalorios. Recorta una 
· pieza rectangular de cartulina 
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aproximadamente de por 6 pulgadas; haz tres pequeños agujeros 
uniformemente espaciados, como se indica en la figura 35. 
Ensarta dos abalorios grandes en la cuerda. Pasa un extremo de la 
cuerda por el agujero A y engancha un botón más grande que el agujero. 
En la misma dirección, pasa el otro extremo de la cuenta por el agujero 
e y engancha en ese extremo otro botón, como indica la figura 36b. 
La cuerda se enlaza entonces a través del agujero B, como se indica en 
la figura 36b. Para enlazarlo por detrás de sí mismo, como se indica en 
la figura 36c, se le ,pasa hacia arriba por el agl1jero A y por encima del 
botón y luego de manera análoga por el agujero C. el acertijo está ya 
listo para que alguien trate de deshacer el nudo de modo que los 
abalorios se junten. 
EL PROBLEMA DE LA ESCUELA SUIZA 
r---- A _.------. 
/ 1 [llJ 
"fl 
Schpol 1 
----- ?¡-... J; 0 
Cuatro muchachos de una 
escue.la suiza viven en las 
casas A, B, e, D. Van a la 
misma escuela y deben 
1 entrar en ella por las puertas 
A, B, C, D. El muchacho A 
fin u ro 37 
vive en la casa A y entra por 
la puerta A, el B viene de la casa B entrar por la puerta B, y así los 
restantes. Si van esquiando de sus casas a la escuela, ¿Cómo pueden 
hacerlo sin que sus huellas se crucen? 
lA PARTICIÓN DE LA GRANJA 
Un rico granjero con cuatro hijos era 
propietario de una granja con tres 
secciones que tenía la forma 
representada en la figura 38. Cuando 
murió, su testamento decía que la 
granja .debía ser dividida de tal 
Figura 38 
manera que cada hijo obtuviera un cuarto de su granja. También estipuló 
que cada parte de la partición debía tener la misma forma que la granja 
original ¿Cómo se dividió la granja? 
PENIQUES SOBRE EL TABLERO 
Dibuja un tablero cuadriculado de 6 por 6. Pon seis peniques sobre el de 
modo que ninguno esté alineado con otro, ni horizontal, ni vertical, ni 
diagonalmente. En ninguna casilla debe haber más de un penique. 
LA RUTA DEL BARRENDERO 
Un barrendero municipal tiene que barrer cada una de ·las calles 
representadas en la figura 39. Para cubrir toda el área que le 
corresponde, tiene que recorrer algunos bloques dos veces. ¿Cómo se 
debe planear su ruta para cumplir su cometido corriendo el menor 
número posible de bloques? Puede empezar su tarea en cualquier 
esquina. 
0. r.;"\ lj-:1'1 
(D ·------- ~--(!¿··-~-----'./ 
(1·) _____ (0 ___ 0 10 
fi{JUrtl J9 
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EL ACERTIJO DEL PAPEL Y LA CUERDA 
Coge un pedazo de papel cartón y recórtalo de 
modo que tenga 6 pulgadas de largo por 3 de 
ancho. Corta en él dos ranuras paralelas 
separadas entre si media pulgada, en la parte 
central del papel, como se indica en la figura 40. 
Cada ranura tiene 3 pulgadas de longitud. Media 
pulgada por encima de las ranuras, haz un 
agujero circular de diámetro % de pulgada. 
~-r .. .. 
fiuura 40 
Pasa por detrás de las ranuras un trozo de cordel de unas 12 pulgadas 
de largo y luego por el agujero como indica la figura, y ata un botón 
grande a cada extremo del cordel. Procura que cada botón sea lo 
suficientemente grande para no poder pasar por el agujero hecho en el 
papel. 
Entonces pide a uno de tus amigos que saque el cordel con los botones 
del papel sin romper éste, ni quitar los botones del cordel. Es poco 
,probable que .lo logre a menos queJe digas . cómo _se ,hace. 
EL ROMPECABEZAS DE LAS BOTAS DE PAPEL 
Este rompecabezas consiste en tres piezas, todas recortadas de 
cartulina. Una de ellas tiene la forma de un par de botas unidas arriba, 
como indica la figura 41 a. Las otras dos piezas tienen el aspecto 
mostrado en las figuras 41 by c. 
Para armar el rompecabezas, pliega la pieza rectangular grande como 
dice la figura 41 b y pone la pieza más pequeña en uno de los brazos, 
como muestra la figura 41 d. Entonces ·cuelga las botas del mismo brazo, 
como se indica en la figura 41 c. Empuja ahora la pieza pequeña hacia la 
derecha pasando por encima del extremo del brazo A. ahora despliega 
la pieza grande y el rompecabezas queda armado como se muestra en 








CONJUNTO DE EJERCICIOS 9 
!Examen de revisión de la Topología 
Considera este exameh como comprobación de lo que recuerdes acerca 
de las ideas desarrolladas en este folleto. 
1. Señala una figura en cada conjunto de cuatro que no concuerda 
topológicamente con las demás. 
X 
" 
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2. ¿Cuáles de los circuitos siguientes pueden ser recorridos en una 
jornada? 
h. t1 r.. 
~ 
{¡g)n 
A 11 F 
3. ¿Cuáles de los siguientes conceptos son invariantes con respecto a 
transformaciones topológicas? 
a) El número de regiones en la figura. 
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b) El valor de (V + R- A) en un circuito 
e) La longitud de una línea 
d) La continuidad 
e) La forma de la figura 
4. ¿Cuál es el número de recorridos necesarios para trazar este circuito? 
H 
(.' 
5. Señala todos los vértices de los cuales se puede partir para trazar el 
anterior circuito con el menor número de recorridos. 
6. El diagrama siguiente presenta una flota de botes que están atracados 
.cerca -de .un ,muelle. Los botes -están cor:1ectados .mediar:lte ,planchas '0 
pasamanos como se indica. Demuestra utilizando un circuito si es o no 
posible recorrer todos los botes pasando una sola vez por todas las 
planchas. Si no lo es, ¿Cuál es el mínimo número de recorridos? 
7. Comprueba que la fórmula de Euler para los vértices, arcos y regiones 








MODELOS DEMOSTRATIVOS PARA LA TOPOLOGÍA 
Además de los modelos, dibujos y maniobras descritos en este folleto, 
hay otros modelos para demostrar las ideas propias de la topología. 
Tales modelos adornarán y añadirán interés a tus exposiciones 
científicas, tus informes escolares o al programa de una reunión. He aquí 
algunos modelos sugeridos. 
1) Haz dibujos de una figura geométrica en varias láminas u hojas de 
caucho. Muestra cómo cambia la figura estirando y deformando las hojas 
de diversas maneras. 
2) Corta 12 trozos de pajillas de 2 pulgadas de largo cada uno, y pasa a 
través de ellos una cinta elástica hasta formar un cubo. Muestra cómo 
este cubo se puede deformar con distorsión o aplanar o convertir en un 
circuito. 
3) Dibuja un circuito o un mapa en varios balones. Muestra cómo este 
circuito o mapa se conserva equivalente en los balones inflados a 
cualquier tamaño. 
4) Adapta una lámina u hoja de caucho pon un balón sobre un sólido 
geométrico. Muestra como el sólido geométrico y una esfera tienen las 
mismas características. 
5) Utiliza escayola para formar modelos de objetos que presenten 
diferentes tipos de superficies topológicas. 
6) Haz una botella de Klein de caucho o con tejido de punto. 
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7) Haz cintas de Moerbius largas con cinta de máquina de sumar. Córtalas 
de modos distintos para mostrar los muchos posibles resultados. 
8) Haz diagramas de mapas complicados para demostrar el problema de 
los cuatro colores. 
Hemos presentado algunos de los conceptos fundamentales y de las 
aplicaciones interesantes de la topología. Pero este campo de estudio no 
se ocupa sólo de trucos, acertijos, rompecabezas, y problemas 
fantásticos. Un estudio técnico de la topología frecuentemente forma 
parte de los programas avanzados de matemáticas en las universidades 
y abarca muchos conceptos e ideas que sobrepasan el objetivo de este 
folleto. Estos conceptos se desarrollarán en gran medida, al modo de los 
teoremas que se exponen en la geometría de la escuela secundaria. Las 
matemáticas aplican los conceptos topológicos a muchos problemas 
prácticos y la topología se está revelando como un valioso instrumento 
en nuestra complicada era espacial. 
.IMPORTANCIA DEL MODELO DIDÁCTICO 
Los modelos didácticos, según su uso, están orientados para: 
• La profundización del conocimiento de un tema determinado, para 
aquellos estudiantes que, habiendo cumplido con los objetivos básicos, 
desean avanzar o enriquecer su aprendizaje. 
• Para la recuperación y reforzamiento, en caso de que no se haya 
alcanzado los niveles de logro requerido en el aula. 
Coincidiendo con (Suarez, C. y Arizaga,R, 1999) entre las utilidades y 
característica que tienen los materiales didácticos como los modelos 
didácticos ,en el proceso de enseñanza-aprendizaje de la Matemática, 
consideramos que: 
• Ponen énfasis en la actividad individual de los alumnos, facilitando el 
logro de aprendizajes específicos, significativos y concretos. 
• Utilizan un lenguaje claro y sencillo, promueve hábitos de estudio 
individual y grupal. 
• Están dotados de un conjunto de estrategias metodológicas para 
estimular el auto aprendizaje. 
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• Invitan a la reconstrucción activa del conocimiento. Las actividades 
propuestas deben favorecer al análisis y síntesis y no sólo limitarse a la 
repetición de conceptos. 
• Desarrollan contenidos graduados y flexibles de acuerdo al ritmo del 
alumno. 
• Tienen claro las características del alumno a quien va dirigido. 
• Proponen actividades de autoevaluación, coevaluación, 
heteroevaluación del proceso de enseñanza-aprendizaje. 
OBJETIVOS OPERACIONALES 
Los objetivos que se intentan alcanzar con este módulo son los que a 
continuación se relacionan: 
OBJETIVOS DE FORMACIÓN 
(1) Sensibilizar el concepto (y/o idea de) la existencia de una geometría 
no métrica a través de curvas cerradas simples, redes y otras curvas 
como las ya conocidas. 
(2) Comprender la equivalencia topológica de figuras geométricas 
cerradas y/o abiertas. 
(3) Ser capaz de aplicar los condicionamientos de existencia de figuras 
de un solo trazo. 
(4) Comprender operativas y/o geométricamente la relación que hay entre 
el número de vértices (v), caras (e) y aristas (a) en un poliedro. 
(5) Captar el sentido de aplicación del número cromático en la coloración 
de mapas. 
OBJETIVOS DE INFORMACIÓN 
(1) Estudiar las figuras planas y del espacio independientemente de la 
noción de medida. 
(2) Aprender comprensivamente la equivalencia topológica de figuras a 
través de una deformación contínua. 
(3) Determinar las figuras de un solo trazo, sin levantar el lápiz. 
(4) Saber el concepto de la relación de Euler en un poliedro. 
(5) Saber el concepto de número cromático. 
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(6) Saber el interior externo y la función de un (a) conjunto (figura 
geométrica). 
AUTOMATISMOS Y DESTREZAS 
(1) Ser capaz de hallar figuras equivalentes a una mismafigura 
determinada. 
(2) Manejar con seguridad y razonable rapidez la relación de Euler en un 
poliedro. 
(3) Colorear mapas utilizando la mínima cantidad de colores. 
CURVAS EN EL PLANO 
(1 )Dibújese tres curvas diferentes en apariencia que sean: 
(a) (Simples y cerradas 
(b) (Simples y no cerradas 
(e) (Cerradas no simples 
(d) (Ni simples ni cerradas 
(2) (a) Los polígonos ¿qué clase de curva son? y ¿los polígonos 
estrellados? 
(3) En los ejercicios del (i) al ( ) determinar el número de vértices v, de 
arcos A y de regiones R para cada figura: 
Estudiar los valores de V, A y R en los ejercicios de la parte (3). 
Determinar una expresión para A en términos de V y R. 
Se obtendrá una forma de la fórmula de Euler para redes. 
REDES 
(1) En los siguientes ejercicios hallar: 
(a) El número de vértices pares 
(b) El número de vértices impares. 
(e) Si cada una de las redes es o no atravesable. 
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La red formada por las aristas · de una pirámide triangular ¿es 
atravesable? Y la formada por las aristas de un cubo? 
(2) Verifíquese que el tendido de líneas desde dos estaciones de 
suministro a tres casas no precisa intersecciones. ¿sucede lo mismo 
si tenemos tres estaciones y dos casas? 
(3) Verifíquese que son necesarias dos intersecciones con cuatro casas y 
tres estaciones. 
(4) Verifíquese que son necesarias cuatro intersecciones con cuatro 
estaciones y cuatro casas. 
(5) Usando un neumático hinchado . y tiza de color ubíquese tres 
estaciones de suministro G, E y W ; y tres casas A,B y C. Verifíquese 
que las tres casas unirse sin intersección con las estaciones. 
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DESARROLLO 
DEL MODELO DIDÁCTICO: 
CONTENIDOS 
GEOMÉTRICOS A TRAVÉS 






1. Puntos De Una Figura Plana 
1.1 Puntos Interiores Exteriores y Frontera 
Definiciqn (1 ): Si un punto "p" pertenece a la región del triángulo T y 
no pertenece a ninguno de sus lados (fig.1) se dice que T es un 
"entorno" de p. Así tenemos la figura: 
T 
(fig.1) 
De la definición (1 ), podemos hacernos las siguientes interrogantes: 
1) ¿Cuántos entornos de un punto dado P, existirán? 
2) ¿De cuántos puntos será entorno un triángulo dado T? 
3) Si T es entorno del punto P y T está contenido en otro triangulo T' ¿será 
T' un entorno de P? 
En la figura F (fig.2) 
•P •q 
(fig.2) 
Hay tres puntos; p, q, r. El punto r se dice exterior a F, el punto pes 
interior a F y el punto q se dice que es punto frontera de F. 
Definición (2): Se dice que p es punto "interior'' de la figura F, si existe 





En la figura (3) se tiene, T cF 
Definición (3): Se dice que res un punto exterior de la figura F, si existe 
entorno de r disjunto con F. (fig.4) 
En la figura se tiene F n T = <P 
Definición (4): se dice que q es un punto frontera de F, si en todo 
entorno de que hay puntos de F y puntos no pertenecientes a F. (fig.5) 
(fig.5) 
De las definiciones dadas (2,3 y 4) podemos formular las siguientes 
interrogantes : 
1) si un punto no es interior, ni exterior, de una figura entonces es un 
punto de ella. 
2) Los puntos que forman (constituyen) un cuadrilátero, no son puntos 
_____ ni ;sonpuntos del cuadrilátero. 
3) En una región angular convexa (ángulo) indicar cuales son los 
conjuntos de puntos interiores, exteriores y frontera respecto a dicha 
región. 
4) El centro de una circunferencia es un punto de la 
circunferencia que pertenece al círculo (región circular) y no pertenece 
ala ______________ _ 
5) El baricentro (punto de intersección de las medianas) de un triángulo 
es un punto al triángulo. 
6) Un excentro (punto de intersección de dos bisectrices exteriores) de 
un triángulo es un punto al triángulo. 
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Definición {5): Una figura F tal que todos sus puntos sean interiores, se 
llama una "figura abierta". 
NOTACIÓN: El interior de una figura F lo representamos como int(F). 
EJEMPLO (1 ): el interior de una región triangular sin el triángulo es una 
figura abierta. F 
pE inT(F) 
Fig.6 
EJEMPLO (2):EI interior de una región angular sin los rayos que la 
originan 
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qE lnT(G) 
De la definición (5) podemos formular los siguientes enunciados: 
1) El interior de una región de un cuadrilátero sin el cuadrilátero es una 
figura. _______ _ 
2) El interior de una región encerrada por un polígono sin el polígono es 
una figura. _______ _ 
3) Un plano es una figura ______ _ 
4) Todos los puntos fronteras de un triángulo (los de sus lados) 
pertenecen a él. Por ello se dice que un triángulo es una "figura 
" 
Definición {6):una figura tal que todos sus puntos frontera pertenecen a 
ella, se llama una "figura cerrada". 





Pues la frontera OA u OB está contenida en la región. 
EJEMPLO (2): Las regiones cuadriláteras son figuras cerradas. 
A B 
J e [ D 
Fig.9 
Pues la frontera AB u BC u CD u DA está contenida en la 
región. 
De la definición (6) podemos establecer: 
1) Las regiones poligonales son figuras _______ _ 
2) El círculo entendido como la región de puntos que encierra una 
circunferencia incluidos los puntos de esta es una figura _____ _ 
3) El conjunto de puntos de un triángulo que no pertenecen a uno de sus 
tres lados es una figura que no es ni _____ _ 
4) Buscar <un .ejemplo de figura que no sea abierta ni cerrada. 
1.2 CURVAS SIMPLES 
CURVAS SIMPLES ABIERTAS Y CERRADAS 
La distancia no significa nada en topología. Dos puntos distantes una 
Pulgada pueden fácilmente por estiramiento ponerse a dos pulgadas una 
de otro. 
Análogamente, el tamaño de un ángulo carece de significado puesto que 
se puede estirar una hoja de caucho de modo que un ángulo de 30° se 
puede convertir en un ángulo de 45°. 




Pueden convertirse en una línea qurva como las que se muestran en la 




i La línea recta no sólo deviene una línea curva, sino que cambia de 
longitud! 
CURVA SIMPLE ABIERTA: Es aquella que resulta de la transformación 
(deformacióncontinua) topológica de un segmento de recta. 
Transformación 
Topológica 
A • B 
Fig.12 
A 
De acuerdo a la definición anterior: 
1 )¿Cuáles de las siguientes curvas son simples abiertas? 
('\/\/\ cV C><J ~ ~ 
(a) (b) (e) (d) (e) 
2) ¿Cuáles de las siguientes curvas no son simples abiertas? 
D+V S 
(a) (b) (e) (d) (e) 
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a 
CURVA SIMPLE CERRADA: Es aquella curva que resalta de la 
transformación 
topológica de una circunferencia. 
Transformación topológica 
De acuerdo a la definición dada anteriormente. 
1) ¿Cuáles de las siguientes curvas son simples cerradas? 
o 
b e d e 
2) Todo polígono es una curva simple. __________ así 
como los polígonos estrellados (pregunta 1 (e)) 
Definición (7): el conjunto de los puntos frontera de una figura cerrada, 
se 
llama su "borde". 
De acuerdo a esta definición (7): 
¿Cuál es el borde de un triangulo? 
¿Cuál es el borde de un polígono? 
¿Cuál es el borde de una región angular? 
EQUIVALENCIA DE FIGURAS PLANAS: 
Dos figuras planas E y F son topológicamente equivalentes si una figura 
resulta de otra a través de una deformación continua (transformación 
topológica). 
Así tenemos por ejemplo: 
Transformación topológica 
1) D 




Es decir; la circunferencia es equivalente (topológicamente) al cuadrado 
¡NO IMPORTAEL TAMAÑO (MEDIDA)! ¡NI LA FORMA! 
¡Todas las curvas simples abiertas son equivalentes ¡ 
¡Todas las curvas cerradas simples son equivalentes !.Podemos 
observar: 
Que la circunferencia es topológicamente al cuadrado a través de la 
transformación 
T 1 y también equivale a un triángulo o a un trapecio o aun rombo o 
cualquier 
curvasimple cerrada . 
Observamos que en topología no interesa el tamaño ni la forma, es decir 
un 
triánguloequilátero equivale aun isósceles y/o un escaleno. Un cuadrado 
de 









1) ¿Cuáles de las configuraciones siguientes es topo lógicamente 
equivalente 
(homeomorfos) a un círculo (disco)?. 
a b e d 
2) ¿Un círculo equivale topológicamente a su semicírculo? 
EJERCICIOS: 
1) ¿Cuál de las figuras no es equivalente a las demás? 
o o ~ es @ 
a) b) e) d) e) 
2) La siguiente ley de formación f(x) = (1-x) a .f.bx; f: [0,1] __. [a,b] 
transforma el 
segmento cerrado [0,1] en el segmento cerrado [a,b] ¿Cuál es la función 
que 
transforma el segmento [0,1] en el segmento [2,5]? 
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a) f(x)=1 +3x b) f(x)=2+3x e) f(x)=1-3x d) f(x)=3x-2 e)f(x)=3x+2 
3) Si la siguiente función f: [o,:tt{h,b] definida por f(x) =(1-x)a +bxes una 
transformación topológica y a=4;b=1 O ¿Cuál es el punto que 
corresponde a x= Yz 
enel intervalo [4,10]? 
a)5 b)6 c)7 d)8 e)9 
4) Un triángulo equilátero puede transformar topológicamente en un: 
a) Triangulo isósceles b) Triángulo escaleno e) Triángulo rectángulo 
d)Cuadrilatero e) Todas las anteriores 
5) ¿Cuáles de las siguientes figuras no concuerda topológicamente con 
los demás? 
/ X 
e) d) e) 
5) Tres rectas no paralelas diferentes contenidas en un mismo plano 
¿Cuántas Regiones equivalentes determinan? 
a) '3 b) 4 e) 5 d) 6 e) 7 
7) En un pentágono convexo se trazan sus diagonales ¿Cuántas 
regiones 
Equivalentes determinan? 
a) 9 b) 10 e) 11 d)12 e) 13 
8) La siguiente curva es: 
a) Simple y cerrada b) simple y cerrada e) cerrada y no simple 
d) ni simple ni cerrada e) cerrada 
9) En los siguientes símbolos; O 1 2 3 4 5 6 7 8 9, ¿Cuántas figuras 
equivalentes como máximo se pueden observar? · 
a) 3 b)4 e) 5 d) 6 e)7 
1 O) ¿Que figura no concuerda topo lógicamente con las demás? 
CZJO o 
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a) b) e) d) e) 
SEGUNDA UNIDAD 
2.Convexidad 
2.1 Figuras convexas planas 
Definición (1 ): Se dice que un conjunto e es convexo, si para cada par 
de 
Puntos p y q en e, el segmento de recta pq está contenido totalmente 
en el conjunto C. 
Por ejemplo, la región triangular en la figura 1, es un conjunto 
convexo. 
Para cualquier par de puntos en esta región, el segmento 
que los une está contenido en su totalidad, en la región. 




Por otra parte, ninguna de las regiones de la figura 2.es convexa. En 
cada caso es posible encontrar un par de puntos p y q, tales que el 
segmento de recta no esté en la región. 
Fig.2 
Un conjunto convexo no tiene que ser una región, necesariamente. Por 
ejemplo, una recta es un conjunto convexo, tal como un segmento de 
recta 
o un rayo. Un ángulo no es un conjunto convexo. 
Fig.3 
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Un conjunto convexo puede ser muy extenso. El plano es convexo, y un 
Semiplano también. Si una región poligonal es convexa, entonces 
Cualquier diagonal del polígono está en el interior de aquélla. 
De-acuerdo a la definición de convexidad: 
1) Dibujar figuras convexas y no convexas. 
2) Dibujar dos figuras convexas cuya unión sea una figura convexa. 
3) Dibujar dos figuras convexas cuya unión sea una figura no convexa. 
4) Dibujar dos figuras convexas no disjuntas y comprobar que su 
Intersección es otra figura convexa. 
POLIGONALES 
Los puntos P1, P2, ... ,P1; que podemos asumir, están ordenados por sus 






Se tiene los segmentos P1 P2, P2Ps, ... , PaP1 ; cuyos extremos son cada 
punto y el siguiente. La figura unión de esos segmentos se llama "anea 




Los puntos P1 y P1 se llaman "e7(l:remoS' de la poligonal. 
Los puntos P1, P2, Ps, P 4 Ps, Pa; se llaman "vértices áe (a pofigonar 
DEFINICIÓN(2): Dado un conjunto finito y ordenado de puntos; P1, P2, 
... , Pn 
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Tales tres consecutivos sean no alineados, se llama pofigonafa 
la figura unión de los segmentos cuyos extremos son cada 
uno de esos puntos y el siguiente. 
Ejemplo: Figura 5 
DEFINICIÓN(3): Una poligonal sin extremos se llama una "pofigona[ 
cerradd' (Fig. 6 ) 
Una poligonal con extremos se llama una "pofigona[ a6iertd' 
Fig.6 
Una poligonal que se corte así misma (Fig. 7 ) se dice que no es simple 
Fig.7 
DEFINICIÓN(4): Una poligonal se dice "simpft!', si verifica las dos 
.condiciones 
siguientes : 
t) Si dos lados tienen un punto en común, ese punto es vértice 
de la poligonal. 
it) Ningún punto pertenece a más de dos lados. 
De las definiciones anteriores, podemos establecer las siguientes 
preguntas: 
1) ¿Por qué no es simple la poligonal de la figura 7? 
2) ¿Por qué no es simple la poligonal de la siguiente figura?: 
Fig.8 
3) Dibujar una poligonal cerrada no simple. 
4) Dibujar una poligonal con un único extremo. 




ella, existe una poligonal abierta de extremos esos dos puntos y 
contenida en ella. 
En el polígono P, si x e y son dos puntos de P, puede 
Dibujarse una poligonal abierta, de extremos x e y contenida en P 
X y 
Fig.9 
De la definición anterior podemos establecer las siguientes interrogantes: 
1) Los triángulos ¿son figuras conexas? y ¿los cuadriláteros? 
2) Toda figura convexa ¿es conexa? 
3) Buscar un ejemplo gráfico en el cual se haga ver que no toda figura 
Conexa es convexa. 
4) Buscar un ejemplo que haga ver que la intersección de dos figuras 
Conexas puede no ser conexa. 
DEFINICIÓN(6}: Dada una figura cerrada F, una poligonal abierta cuyos 
extremos 
pertenezcan al borde de Fy cuyos restantes puntos sean 





1) Clasifique las siguientes curvas en cerradas o no cerradas. Clasifique 
las 
Curvas cerradas como simples o no simples. 
2) ¿Cuáles de los siguientes conjuntos son limitados? 
a) un ángulo b) el interior de un ángulo 
e) el exterior de un ángulo d) un triángulo 
e) un punto f) una recta 
g) un rayo h) Un segmento de recta 
3) Diga cuáles de los siguientes conjuntos son convexos y cuáles no: 
a) un ángulo b) el interior de un ángulo 
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e) el exterior de un ángulo d) el interior de un triángulo 
e) un punto f) un triángulo 
g) el exterior de un triángulo h) el conjunto vacío 
4) Si un cuadrilátero es convexo, sus diagonales se intersecan. ¿Será 
esto 
cierto siel cuadrilátero no es convexo? Trace una figura, para ilustrar la 
respuesta. 
5) ¿La intersección de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo? 
¿La 
Unión de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo?. Trace 
figuras diferentes, para ilustrar sus respuestas. 
6) Diga si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. Si 
enunciado es 
falso, expréselo de tal manera que sea verdadero. 
a) Todos los triángulos son polígonos. 
b) Algunos polígonos son triángulos. 
e) Todos los polígonos son triángulos. 
d) Un cuadrilátero es una curva cerrada simple. 
e) Una curva cerrada simple es un polígono. 
f) Ningún triángulo es cuadrilátero. 
7) Trace un triángulo abe y determine dos puntos x e y en su interior. 
a) ¿Qué es abe? 
b) ¿Qué puede decir de la relación entre el conjunto de puntos sobre y 
el conjunto de puntos en el interior del abe? 
OBJETIVOS DEL MÓDULO 
OBJETIVOS OPERACIONALES 
Los objetivos que se intentan alcanzar con este módulo, son los que a 
continuación se formulan : 
OBJETIVOS DE FORMACIÓN 
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1) Sensibilizar el concepto (y/o idea ) de la existencia de una geometría 
no 
métricaa través de curvas cerradas simples, redes y otras curvas como 
las ya conocidas. 
2) Comprender la equivalencia topológica de figuras geométricas 
cerradas y/o abiertas. 
3) Ser capaz de aplicar los condicionamientos de existencia de figuras 
de un solotrazo. 
4) Comprender operativa y/o geométricamente la relación que hay entre 
el número de vértices (V), caras (C), aristas (A) en un poliedro. 
5) Captar el sentido de aplicación del número cromático en la coloración 
de mapas. 
OBJETIVOS DE INFORMACIÓN 
1) Estudiar las figuras planas y del espacio independientemente de la 
noción de medida. 
2) Aprender comprensivamente la equivalencia topológica de figuras a 
través de una deformación continua. 
3) Determinar las figuras de un sólo trazo, sin levantar el lápiz. 
4) Saber el concepto de la relación de Euler en un poliedro. 
5) Saber el concepto de número cromático. 
6) Saber el interior, exterior, y la frontera de un conjunto (figura geométrica). 
AUTOMATISMOS Y DESTREZAS 
1) Ser Capaz de hallar figuras equivalentes a una misma figura 
determinada. 
2) Manejar con seguridad y razonable rapidez la relación de Euler en 
un poliedro. 
3) Colorear mapas utilizando la mínima cantidad de colores 
UNIDAD! 
CONCEPTOS BÁSICOS DE TOPOLOGÍA 
NOCIONES PRELIMINARES 
TOPOLOGÍA EN IRi 
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CONJUNTOS ABIERTOS EN llli. 
Sea A un conjunto de números reales. Un punto p E A es un punto interior de A si y 
solo si p pertenece a algún intervalo abierto lp que este contenido en A. 
El coniunto A es abierto si y solo si cada uno de sus puntos es punto interior. 
" 
Ejemplos: 
1. El intervalo abierto A= (a, b) es un conjunto abierto, porque podemos tomar 
lp =A, para todo p E A. 
El intervalo cerrado C = [a, b] no es conjunto abierto porque cualquier intervalo 
que contenga "a" o a 11b" contiene además puntos exteriores de C. De ahí los 
puntos a y b no son puntos interiores de C. 
Proposición 
La unión de cualquier número de conjuntos abiertos en ~es un conjunto abierto. 
Proposición 
La intersección de cualquier número finito de conjuntos abiertos en ~es un conjunto 
abierto. 
Punto de acumulación 
Sea A e~, se dice que pE~ es un punto de acumulación de A si y solo si: 
V E > O se tiene : (] p-E, p +E [- { p }) n A~ <j> 
Ejemplo: 
Si A= [2, 5]. ¿ 3 es un punto de acumulación de A? 
Si E= 1 
(]3-1,3+1[- {3}) n [2, S]~ <j> 
(]2, 4[- {3}) n [2,5] ~ <j> 
Por lo tanto: 
3 es un punto de acumulación de A. 
Si A= {1,2,3}. ¿3 es un punto de acumulación de A? 
Si E= 1 
(]3-1,3+1[- {3}) n {1,2,3} = <j> 
(]2, 4[- {3}) n {1,2,3} = <j> 
Por lo tanto: 
3 no es un punto de acumulación de A. 
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CONJUNTOS CERRADOS EN ~ 
Sea A un conjunto de los números reales. A es un conjunto cerrado si y solo si su 
complemento, A', es un conjunto abierto. 
Ejemplos: 
1. El intervalo cerrado A= [2, 6] es un conjunto cerrado, porque: 
A'= (-oo, 2} u (6, + oo) es un conjunto abierto. 
2. El intervalo A= (2, 7] no es un conjunto abierto, porque 7 E A no es un punto 
interior de A y no es un conjunto cerrado, porque 2 E A pero es punto de 
acumulación de A 
SUCESIONES 
Se llama sucesión de elementos de ~ a toda función S : N ~ ~ del conjunto de los 
números naturales en el conjunto de los números reales. 
Se denota: S= (Sn) 
Ejemplos: 1) Sn = 3n + 1 
1 
2) Sn = -- 2n 
3 
SUCESIONES CONVERGENTES 
La sucesión (Sn) convergente a x E~ o el límite de (Sn) es x si y solo si, para todo E >O 
existe un entero positivo M, tal que n > M, implica 1 Sn- x 1 <E 
Ejemplo: Demostrar que la sucesión (Sn) = (1/n) convergente a O. 
Demostración: 
lím (2.) = O ~ 'v' E > O 1 'v' n > M ~ 11/n -O 1 < E 
n-HxJ n 
Bastará tomar: 
~ 11/nl <E 
~ 1/n <E 
~ 1/E < n 
M = 1/E; para que el lím (2.) = O 
n->oo n 
SUCESIONES DE CAUCHY 
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Una sucesión (Sn) de números reales es una sucesión de Cauchv si y solo si, para todo 
E >O existe un entero positivo M tal que: n, m >M implica 1 Sn- Sm 1 <E 
Proposición 
Toda sucesión (Sn) en Iffi. convergente en Iffi. es de Cauchy. 
Es decir; (Sn) ~ x en Iffi. ~ (Sn) es de Cauchy. 
Demostración 
lim (Sn) =X ~ 'V E/2 > O 3 M > O/ 'V n > M ~ 1 Sn -X 1 < E/2 
n-->oo 
Por consiguiente n, m >M implica 
1 Sn - Sm 1 = 1 Sn - X + X - S m 1 ~ 1 Sn - X 1 + 1 X - Sm 1 
~ 1 Sn -X 1 + 1 Sm - X 1 
< E/2 + E/2 =E 
Por lo tanto, (Sn) es de Cauchy. 
COMPLETEZ 
Se dice que un conjunto A de Iffi. es completo si toda sucesión de Cauchy de puntos 
de A converge a algún punto de A. 
Una propiedad fundamental de los números reales es que es completo. 
TOPOLOGÍA EN !ffi.Z 
Un disco abierto D en el plano Iffi.2 es el conjunto de todos los puntos interiores de un 
círculo cuyo centro, digamos P =(a, b) y cuyo radio es r >O. 
Es decir: D = {(x,y) E !ffi.Z: (x-a) 2 +(y- b)2 < r 2} o { q E !ffi.Z: d(p, q) < r} 
La expresión; d(p, q) denota la distancia usual entre los puntos; 
p =(a, b) y q = (x,y); Es decir; d(p, q) = .J (x- a) 2 +(y- b)Z 
Sea A un subconjunto de Iffi.2• Un punto p E A es un punto interior de A si y solo si p 
pertenece a algún disco abierto Dp contenido en A. 
CONJUNTO ABIERTO 
Un conjunto A es abierto si y solo si cada uno de sus puntos es un punto interior. 
CONJUNTO CERRADO 
162 
El conjunto A de IR{2 es cerrado si y solo si su complemento A' es un conjunto 
abierto de IR{Z, 
PUNTOS DE ACUMULACIÓN 
Sea p E IR{2 es punto de acumulación de un subconjunto a A de IR{2 si y solo si todo 
conjunto abierto G que contiene a p contiene un punto de A diferente de p. 
Es decir: G e IR{Z abierto, pE G implica A n (G- {p}) * <1> 
PROPOSICIONES 
1) La unión de cualquier número de subconjuntos abiertos de IR{2 es abierto. 
2) La intersección de cualquier número finito de subconjuntos abiertos de IR{2 es 
abterto. 
CONCEPTOS BÁSICOS DE TOPOLOGÍA 
DEFINICIÓN 1 
Sea E un conjunto diferente del vacío. 't, una familia de partes de E, define una 
topología sobre E, si y solo si 't verifica los siguientes axiomas: 
'tt: E y<!> son elementos de 't 
'tz: La unión de cualquier familia de elementos de 'tes un elemento de 't 
'!3: La intersección de cualquier familia finita de elementos de 'tes un elemento 
de 't 
DEFINICIÓN 2 
Si E es un conjunto diferente del vacío y 'tuna topología sobre E, el par ordenado 
(E, 't) es un espacio topológico. 
Ejemplo 1: Sea E= {a, b, e, d} y 't = {(2}, E, {a, b}, {a, b, e}} 
'tes una topología sobre E, porque verifica 't1, 't2 y '!3. 
Ejemplo 2: sea E = {1, 2, 3} y 't = {<!>, E, {1}, {2}}. 't no es una topología sobre E, 
porque la unión de dos elementos de 't, {1} y {2} es {1, 2} el cual no 
es un elemento de 't. 
Observaciones: 
1. Los elementos de 't se llaman abiertos de E para la topología 't. 
2. Los elementos de E, se llama puntos. 
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3. Según la definición (1) el <1> y E son siempre abiertos de E, para cualquier 
topología definida sobre E. 
4. Sobre un mismo conjunto se pueden definir más de una topología dependiendo 
del número de elementos que tenga E. 
5. Los axiomas de la definición 1 siempre se cumplen cuando : 
't' = P(E) Llamada "topología discreta" 
't' = {<!>, E} Llamada "topología indiscreta" 
Proposición: 
Sea {'t'¡} iEI una familia cualquiera de topología de un conjunto E. Entonces la 
intersección, niEl r; 1 también es una topología sobre E. Es decir: 
('t'¡) iEI, es una familia cualquiera de topologías sobre E entonces niEI r; es una 
topología sobre E 
Demostración: 
Sea (A¡) iE:I una familia cualquiera de elementos de niEl r; 
niE/ T; debe verificar: 
't'l : <1> E n iE/ r; y E E n iEl r; 
En efecto: 
a) (<!> E't'l) "(<!>E 't'2)" ( <1> E 1'3) " ... "(<!>E 't'n) ('t'¡ SOn topologías) ---7 <1> E niEl T¡ 
(E E 't'1) " (E E 't'2) " (E E 1'3) " ... " (E E 't'n) ('t'¡ son topología) ---7 E E niEl T; 
1'2: uiEI A; es un elemento de niEI T¡ 
lEn efecto: 
{A¡}¡e I E n iEl T; ---7 {A¡}¡ e I E 't'1 
" {A¡}¡e 1 E 't'2 
" {A¡}¡e 1 E 1'3 
" {A¡}¡e I E 1'4 
164 
1\ {A¡}¡e I E 'tn 
~ UiEI A; E 't1 
1\ UiEI A; E 't2 
1\ uiEI A1 E 't3 
1\ UiE/ A; E 't4 (porque 't¡ SOn topologÍaS) 
1\ uiE/ A; E niE/ r¡ 
lEn efecto: 
Sea {A¡}¡ein, una familia finita de niE/ T¡ 
{A¡}iein E n iEI T¡ ...¿ {A¡}¡e In E 't1 
1\ {A¡ }¡e In E 't2 
1\ {A¡} ie In E 't3 
1\ {A¡} ¡e In E 't4 
1\ {A¡} ie In E 'tn 
niEI{Ai} E 't1 
1\ niEI{Ai} E 't2 
1\ niEI{Ai} E 't3 
1\ niEI{Ai} E 't4 (porque 't¡ son topologías) 
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De 't1, 'tz y '!3; n 't¡ es topología sobre. E. 
Observación: 
La unión de dos topologías sobre E no siempre es una topología sobre E. 
Bastará ver un contraejemplo. 
Sea E = {a, b, e}, 
't1 = {lj>, E, {a}, {a, b}} y 
'tz = {lj>, E, {a}, {b, e}} 
't1 u 'tz = {lj>, E, {a}, {a, b}, {b, e}} 
't1 u 'tz no es topología sobre E, porque la intersección de dos elementos de 't1 
u 'tz, {a, b} y {b, e} es {b} que no es elemento de 't1 u 'tz. 
DEFINICIÓN 3 
Sea (E, 't) un espacio topológico y F un subconjunto de E. F es un conjunto 
cerrado si su complemento, Fe, es un abierto. 
Ejemplo 1: Sea E= {a, b, c. d, e,f} y 't = {lj>, E, {a, b}, {b, e}, {a, b, e}} 
F1 = {d, e,j} es un conjunto cerrado, porque su complemento 
{a, b, e} es abierto 
fz ={e, d, e,j} es un conjunto cerrado 
f3 =E es un conjunto cerrado 
IF4 = G> es un conjunto cerrado 
IFs ={a, d, e,./} es un conjunto cerrado 
Ejemplo 2: Sea E= {p, q, r, s, t} y 't = {lj>, E, {p, q}, {s, t}, {p, q, s, t}} 
Tomando un Fe E 
F = {p, r, s}, su complemento es {p, t} que no es un abierto. Asimismo, F no es 
abierto. Luego, se dice que F no es abierto ni cerrado. 
Proposición: Sea (E, 't) un espacio topológico. 
a) La intersección de cualquier familia de conjuntos cerrados es un conjunto 
cerrado. 
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b) La unión de cualquier familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto 
cerrado. 
e) <!> y E son conjuntos cerrados. 
Demostración: 
a) Sea {F¡} iel una familia cualquiera de conjuntos cerrados de (E, 't). 
{Fi} i€1 es cerrado ~ {CFi} i€1 es abierto 
~ u {CFi};el = C( niE/ Fi) es abierto, definición de topología 
~ niEJ CFi es cerrado 
b) Sea {F¡} ieln una familia finita de conjuntos cerrados de (E, 't). 
{F¡} ieln es cerrado ~ {CF¡} ieln es abierto 
~ niE/ CFi = C(UiEinFi) es abierto, definición de topología 
~ uiE/n Fi es cerrado 
e) <!>es cerrado, porque C(<j>) = E es abierto. 
E es cerrado, porque C(E) = 0 es abierto. 
DEFINICIÓN 4 
Sea (E, 't) un espacio topológico y x en E. Se dice que un conjunto V de E es 
vecindad o entorno del punto x si existe un conjunto G, abierto de E, talque x 
pertenece a G y G está contenido en V. 




Sea (E, 't) un ue un conjunto V de E es 
vecindad o entorno de A si existe un conjunto G, abierto de E, talque A está 
contenido en G y G está contenido en V. 
V es vecindad de A~ G abierto de E/ A e G e V. 
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(E, 1:) 
Ejemplo. Dado E= {1,2,3,4} y 1: ={~,E, {2}, {1,2}, {1,2,3}} 
a) Son vecindades de 3. 
vl = {1, 2,3}, porque 3 G = {1,2,3} 1 3 E G e vl 
porque 3 G = {1,2,3} 1 3 E G e v2 
b) Sea A= {1,2}, son vecindades de A: 
V1 = {1,2}, porque 3 G = {1,2} /A e G e V1 
v2 = {1,2,3} 
V3= E 
DEFINICIÓN 6 
porque 3 G = {1,2} /A e G e V2 
porque 3 G = {1,2,3} /A e G e V3 
Sea (E, 1:) Lin espacio topológico, A e E y V: una vecindad de A. Se dice que V es 
vecindad de cada uno de los puntos de A si y sólo si "d x E A, 3 G abierto de E 
tal que x E A e G e V. 
PROPOSICIÓN 
Sea (E, 1:) un espacio topológico. Dada la familia de todas las vecindades del punto x de 
E, 
i) Si V es una vecindad de x, entonces x E V. 
ii) Si V y W son vecindades de x, entonces V n W es una vecindad de x. 
iii) Si V es vecindad de x y V e W, entonces W es vecindad de x 
Demostración 
i) V es vecindad de x, 3 G abierto de E/ XE G e V (def. de vecindad. 
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...¿ 3 G abierto de E/ XE G ...¿ x E V (def. de ...¿ x E V 
ii) V y W son vecindades de x 
V es vecindad de x ...¿ 3 G1 abierto de E/ x E G1 e V 
W es vecindad de x ...¿ 3 G2 abierto de E / x E G2 e W 
Haciendo G = G1 n Gz 
...¿ 3 G abierto de E/ XE G e VnW 
VnW es vecindad de x. 
iii) V es vecindad de x y V e W =>V es vecindad de x 
=> 3 G abierto de E/ x E G e V 
PROPOSICIÓN 
=> 3 G abierto de E/ x E G e V e W 
=> 3 G abierto de E/ x E G e W 
=> W es una vecindad de x 
Un conjunto A es abierto si y sólo si es vecindad de cada uno de sus puntos. 
DEMOSTRACIÓN 
A es.aqier:to~~ 'A¡esvecindadde cada,uno de sus·puntos. 
=>] 
A es abierto => 'r/ x E A, x E A e A 
=>A es vecindad de cada uno de sus puntos. 
U{x} =A 
<=] 
A es vecindad de c/u de sus puntos. 
DEFINICIÓN 7 
=> 'r/ x EA, 3 G abierto/ x E A -::J G 
=>XEG cA 
=> U.x EG e A (def. De topología) 
=> U x es abierto x E A 
=>A es abierto 
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Sea (E, 't) un espacio topológico y A e E. x en E es punto de acumulación de 
A sí y sólo sí toda vecindad de x contiene algún punto de A distinto de x, es decir: 
V vecindad de x, x E V => (V-{x}) nA :;t: <!> 
DEFINICIÓN 8 
Sea (E , 't) un espacio topológico y A e E. El conjunto formado por todos los 
puntos de acumulación de A, se llama el conjunto derivado de A y se denota 
por A'. 
Esto es: A'= { x E E/ x es punto de acumulación de A} 
Ejemplo: Sea E= {a, b, e, d, e} 
't = {<j>, E, {a}, {e, d},{a, e, d}, {b, e, d, e} y 
A= {a, b, e} 
Encontrar el conjunto derivado de A. 
Solución: 
1) Veamos todas las vecindades de e. 
V 1 = { b, e, d, e } 
v2 =E 
e es punto de acumulación de A, porque toda vecindad de A contiene puntos 
distintos de e. 
2) Veamos todas las vecindades de d. 
V1={c,d} 
V2 = {a, e, d} 
V3 = { b, e, d, e } 
v4 =E 
des punto de acumulación de A. 
3) Veamos todas las vecindades de c. 
V1 = {e, d} 
V2 = {a, e, d} 
V3 = { b, e, d, e } 
v4 =E 
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e no es punto de acumulación de A, porque V1 no contiene ningún punto de A 
distinto de c. 
4) Veamos todas las vecindades de b. 
V 1 = { b, e, d, e } 
v2 =E 
bes punto de acumulación de A 
S) Veamos todas las vecindades de a. 
V1 ={a, e, d} 
V2 ={a} 
v3 =E 
a no es punto de acumulación de A. 
A'= { b, d, e} 
DEFINICIÓN 9 
Sea (E , 't) un espacio topológico, A e E. Todo punto x de A que no es punto de 
acumulación. de A se llama punto aislado. 
DEFINICIÓN 10 
Sea (E, 't) un espacio topológico, A e E y x E E. El punto x es de adherencia de 
A si toda vecindad de x contiene puntos de A 
DEFINICIÓN 11 
Sea (E, 't) un espacio topológico, A e E. La clausura de A denotado por A es la 
intersección de todos los conjuntos cerrados de E que contienen a A 
A= n Fi 1 Fi es cerrado, A e Fi 
Ejemplo. 
Sea E= {a, b, e, d, e} 
't = {E, <1>, {a},{c},{a, b},{c, d},{a, b, c},{a, e, d},{a, b, e, d}} y 
A = {e, d}, Hallar; A 
Solución: 
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Veamos todos los conjuntos cerrados de E. 
F10 ={e} 
F1= <!> 
F2 =E cA 
F3 = {b, e, d, e} e A 
F4 ={a, b, e, d, e} 
Fs ={e, d, e} e A 
FG = {b, d, e} 
F1 ={a, b, e} 
Fs = {d, e} 
Fg = {b, e} 
A= Fz n F3f1 Fs 
A= {e, d, e} 
PROPOSICIÓN: 
Sea (E, 't) un espacio topológico y A e E 
i) A= A u A' 
ii) A es cerrado si y sólo si A =A 
DEMOSTRACIÓN 
i) 
=>] A=> A u A' 
1} A u A' es cerrado (proposición demostrada) 
2} A e A u A' (Por teor. De conjuntos) 
3} AcAcAuA' (De1,2yP.dem.FesCerradoAcF=AcAcF) 
4) A e A u A' (de 3 y simplificación lógica) 
{:= ] A u A'~ A 
1) A e A es cerrado (A es el menor conjunto cerrado que contiene a A) 
2) A' e (A)' (Proposición demostrada: A e B ~A' e B') · 
3} (A)' e A (2º parte de 1, y p. demost. A es cerrado~ A' e A) 
4) A' e A (del paso 2, 3 y transitividad)· 
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5) A u A' cA u A 
6) A u A' cA 
Por lo tanto: 
ii) 
A= A u A' 
~ ] A es cerrado ~ A =A 
1) A es cerrado (Hipótesis) 
2) AcA 
3) AcAcA (p.Demost.Fcerrado 1\ ACF=AcAcF) 
4) A= A (Doble implicación) 
~] A =A ~ A es cerrado 
1) A=A (Hipótesis) 
2) A es cerrado) (.Propiedad de clausura) 
3) A es cerrado (Sustitución) 
4) A= A (doble implicación) 
Por lo tanto; A es cerrado A= A. 
DEFINICIÓN 12 
Sea (E, 't) un espacio topológico, A e E. Si A= E, se dice que A es denso en E. 
Ejemplo: 
Sea E= {a, b, e, d} T ={E, fll, {a}, {a, b}} y A= {a, b, e}. 
A es denso en E. 
En efecto. 
Veamos todos los conjuntos cerrados de E. 
F1 = cp 
F2 =E :J A 
F3 = {b, e, d} 
F4 ={e, d} ; luego se tiene; A= F2= E 
DEFINICIÓN 13 
Sea (E , 't) un espacio topológico, A e E. Un punto x es punto interior de A, si A 
es vecindad de x. El conjunto de los puntos interiores de A se denota por A y se 
llama el interior de A. 
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~ También se dice Á es la reunión de todos los conjuntos abiertos contenidos en A. 
Es decir: lA= {u G abiertos de E : G e A JI 
Ejemplo. Sea E= {a, b, e, d, e} 
T ={{a}, {a, bt {e, d}, {a, e, dt {a, b, e, d}, (1.1, E} y A= {a, e, d, e} 
PROPOSICIÓN 
a es punto interior de A 
e es punto interior de A 
des punto interior de A 
e no es punto interior de A 
Á= {a, e, d} 
Sea (E, 't) un espacio topológico, A e E, entonces: 
i) ÁeA 
ii) Á es abierto 
iii) Á es el mayor conjunto abierto contenido en A. 
iv) A es un co11junto abierto si y solo si Á= A 
DEMOSTRACIÓN: 
i) Sea x E Á ~ x es punto interior de A. 
~ A es vecindad de x 
~ x E Á (proposición anterior) 
Por lo tanto: Á e A 
ii) Á = uG abiertos ~ A es abierto (def. de topología) es lo mismo que 
demostrar: 
G e A y G es abierto ~ G e A e A 
1) G e A 11. G es abierto (Hipótesis) 
2) G E {Gi}iei / G¡ e A 11. G¡ abiertos (Por 1 y def. de G¡) 
3) G e u G¡ =A (Por 2 y def. A) ¡E 1 
4) A= UG¡ e U A= A (por 2 y teor. De conj.) iE 1 
5) GeAeA (de3y4) 
DEFINICIÓN 14 
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Sea (E , 't) un espacio topológico, A e E. Un punto x es punto exterior de A si 
es interior del complemento de A. El conjunto de los puntos exteriores de A se 
denota por Ext(A) y se llama el exterior de A. 
Esto 
1 Ext(A) = {xEE : x es punto exterior de A} 1 
Ejemplo. 
Sea E ={a, b, e, d, e} 
T = {(lj, E, {a},{b},{a, b},{a, b, d, d}} y 
A= {b, e, e} 
a es exterior de A. 
des exterior de A. 






Sea (E , -r) un espacio topológico, A e E. x es punto frontera de A si x no es 
punto interior ni exterior de A. El conjunto de los puntos frontera de A se llama 
la frontera de A y se denota Fr(A). 
Ejemplo: 
Sea E= {a, b, e, d, e} 
T = {(lj, E, {a},{b},{a, b},{a, b, e, d}} y 
A= {b, e, d, e} 
e es punto frontera de A. 
d es punto frontera de A. 
e es punto frontera de A. 
Fr(A) ={e, d, e} 
DEFINICIÓN 16 
Sea (E , 't) un espacio topológico. Se dice que una familia V(x) es un sistema 
Fundamental de Vecindades del punto x si para toda vecindad V de x, existe 
una vecindad W que pertenece a V(x) tal que W e V. 
Ejemplo: Sea E= {1, 2, 3, 4, S} 
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r = {E, {lj, {1},{2},{1, 2},{2, 5},{1, 2, 5}} 
Las vecindades de 1 son: 
v1 = {1}, v2 = {1, 2}, v3 = {1, 3}, 
V4 = {1, 4}, Vs = {1, 5}, VG = {1, 2, 3}, 
V7 = {1,2, 4}, Va= {1, 2, 5}, Vg = {1, 3, 4}, 
V10 = {1, 3, 5}, V u= {1, 4, 5}, V12 = {1, 2, 3, 4}, 
V13 = {1, 2, 3, 5}, V14 = {1, 3, 4, 5}, V1s = E 
Es decir; tenemos el conjunto de vecindades de 1 
V(1) = {V1, V2, V3, V4, Vs, Vs, V7, V3, Vg, V10, Vu, V12, Vu, V12, V13, V14, V1s} 
Las vecindades de 5 son: 
v1 = {2, 5} 
v2 = {2, 4, 5} 
V3={1,2,5} 
V4={2,3,5} 
Vs = {1, 2, 4,5} 
VG = {2,3,4,5} 
V7 = {1, 2, 3, 5} 
Vs =E 
Es decir; tenemos el conjunto de vecindades de 5 
V(5) = { V1, V2, V3, V4, Vs, VG, V1, Vs} 
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DEFINICIÓN 17 
Sea (E , 't) un espacio topológico, A e E. Se llama togología relativa a A, 
denotado por 'tA a la colección; { H 1 H =A n G, Ge't }. 
Es decir: 'tA = { H 1 H =A n G, Ge't }. 
El par ordenado (A, 'tA ), se llama subesgacio togológico de (E, 't). 
Ejemplo. Sea E = {a, b, e, d, e} 
T= {{a}, {e}, {a, b}, {a, e}, {a, b, e}, {a, b, e, d}, (1), E} 
A= {b, e, d, e}. Hallar 'tA. 
Solución: 
A n {a}= cp 
A n {e}= {e} 
A n {a, b, e}= {b, e} 
A n{a,b}={b} 
A ·.n {a,.e} .={e} 
A n {a, b, e, d} = {b, e, d} 
Ancp=cp 
,A n.E =A 
'tA= { cp, {b}, {e}, {b, e}, {b, e, d}, A} 
DEFINICIÓN 18. 
Se llama base de la togología de un espacio topológico E a todo conjunto de 
abiertos de P tal que todo conjunto abierto de E sea reunión de conjuntos que 
pertenecen a f3 . 
Ejemplo: Sea E= {1, 2, 3, 4, S} 
't = { cp, E, {3} ,{1, 2}, {4, S}, {1, 2, 3}, {3, 4, S}, {1, 2, 4, S}} 
{3 = { {3}, {1, 2}, {4, S}} es base de la topología 't. 
DEFINICIÓN 19. 
Sea (E, 't) un espacio topológico. Una sucesión S en E es una función: 
S: N-{0} ~ E 
n ~ (Sn) 
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Se denota: S= (Sn) 
OBSERVACIÓN: 
Los elementos de una sucesión respetan un orden. 
Así: 
DEFINICIÓN 20 
Sea (E, 't') un espacio topológico. Sea (Sn) una sucesión de E y x E E. Se dice que (Sn) 
converge a x, o el límite de (Sn) es x; si y sólo si para toda vecindad V que 
contiene a x, existe un M >O en N tal que n > M implica (Sn) E V. 
lím (Sn) = x ~ V V de X, 3 M >O en N/ n > M ~ (Sn)E V, para n ~ oo 
n->oo 
Ejemplo: 
Sea (Sn) una sucesión de puntos del espacio topológico indiscreto (E, 1). Se 
observa que E es el único conjunto abierto que contiene a cualquier punto bE E, 
y E contiene todos los. términos de Sn. Por lo tanto la ·sucesión Sn converge a todos 
los puntos bE E. 
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UNIDAD 11 
CONTINUIDAD Y ESPACIOS TOPOLÓGICOS GENERADOS POR UNA MÉTRICA 
FUNCIONES CONTINUAS. 
DEFINICIÓN. Sea (E1, 'tl) y (E2, 't2) dos espacios topológicos. Seafuna función de E1 en E2J 
es continua respecto de 't1 y 't2 o simplemente continua, sí y sólo si la imagen recíproca 
¡-1(G) de todo conjunto abierto G, de 't2 es un conjunto abierto de 't1. 
Es decir: G E 't2 => ¡-1 (G) E 't1 
Ejemplo: 
't1 = { 0, E1, {1}, {3}, {1, 3}, {2, 4}, {2, 3, 4}}. 
E2 ={a, b, e} 't2 = {0, E2, {a}, {b}, {a, b}} 
( e 
\__/ 
¡-1 (0) = 0 es abierto de E1 
¡-1 (E2) = E1 es abierto de E1 
¡-1 ({a})= {1,3} es abierto de E1 
¡-1 ({b}) = {2,4} es abierto de E1 
fes continua porque la imagen recíproca de todo abierto de E2 es un abierto de E1. 
Ejemplo: Sean E1 = {a,b,c,d} 
E2 = {x,y,z,w} 
't1 = {0, E1 {a},{a,b},{a,b,c}} 
't2 = {0, E2, {x},{y},{x,y},{y,z,w}} 
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g 
g es continua porque la imagen recíproca de todo abierto de E es un abierto de E1. 
Ejemplo: Sean E1 = {a,b,e,d} 
Ez = {x,y,z, w} 
't1 = {f6, E1 {a},{e},{b,e},{a,b,e}} 
't2 = {f6, Ez, {x},{y},{x,y},{y,z,w}} 
h-1 ({y, z, w}) =-{b, e, d} no es abierto de E1 
h no es continua porque la imagen recíproca de {y, z, w} no es un abierto de E1. 
Ejemplo: Sea f: ~ --7 ~ 1 j{x) = 3x- 1. Probar que la función fes continua. Sea 't1, 't2 en la 
topología usual; d(x, y) = lx- yl 
En efecto : Sea: ]a, b[, abierto básico. 
Sea : ¡-1(]a, b{) = ]e, d[ 
Si z E ¡-1(]a, b[) ~ j{z) E ]a, b[ 
Luego: {3z-1) E ]a, b[ 
a< 3z -1 < b 
1 1 1 1 
a +- < z < b +- ~ z E ]a+-, b + -[ 
3 3 3 3 
Sea: a E ~, f(a) = 3a- 1 E ~ 
Dado: V(f{a)) =]/{a)- E ,j{a) +E[ 
¿ 3 V(a) =]a- n, a+ n[, n >O 1 j{V(a))c V(f{a))? 
(Dado E >O, 3 n >O Si x E V(a) ~ j{x) E V (/{a)) 
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x E ]a- n, a+ n[ => f(x) E ]j{a)- E ,j{a) +E[ 
=> j{a)- E <j{x) <f{a) +E 
3a- 1- E < j{x) < 3a - 1 + E 








Pero: x E ]a -n, a +n[ 
• E .. n <-
- 3 
DEFINICIÓN. Dados dos Espacios Topológicos (E1, 't1), (E2, "C2) y f una función 
biyectiva y bicontinua de (E1, 'tl) en (E2, "C2); es decir; f y ¡-1 son 
continuas; se dice f es un homeomorfismo. 
También se dice que E1 y E2 son homeomorfos 
Proposición.- Sea f una función biyectiva de un Espacio Topológico (X, 't1), en 
el espacio topológico (Y, "C2) entonces las condiciones Siguientes son 
equivalentes: 
1) fes un homeomorfismo. 
2) Un subconjunto U de Y es abierto si y solo si ¡-1 (U) es abierto en X 
3) Un subconjunto F de Y es cerrado si y. solo si ¡-1 (F) es cerrado en X 
4) Si 5B es una base para 't1 entonces f(5B) = {f(B) : BE 5B} es una 
base para 't2. 
Prueba: 
1) => 2) Si f es un homeomorfismo, entonces f y ¡-1 son continuas. 
Mostraremos que si U es un subconjunto abierto de Y entonces 
¡-1 (U) es abierto en X. 
En efecto; sea U un subconjunto de Y tal que ¡-1 (U) es abierto en 
X, como fes biyección, se tiene; ¡(f-1 (U)) = U. 
Como f = (f-1 )-1 y ¡-1 es continua y ¡-1 (U) es abierto en X; 
u-1)-1(f-1cu)) =u 
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Es abierto en Y. 
Luego; U es abierto en Y si y_ solo si ¡-1 eu) es abierto en X. 
2) => 3) Supongamos que Fes un subconjunto cerrado de Y entonces 
Y-Fes un subconjunto abierto de Y, entonces ¡-1 eY- F) es 
abierto en X; además; ¡-1 eY- F) =X- ¡-1 eF) y ¡-1 eF) es un 
subconjunto cerrado de X. 
Supongamos que Fes un subconjunto de Y tal que ¡-1 eF) es un 
· subconjunto cerrado de X. 
Entonces ¡-1 (Y - F) = X - ¡-1 (F) es un subconjunto abierto de X. 
Luego; Y- F es un subconjunto abierto de Y; entonces Fes cerrado. 
3) => 1) Sabemos que si f y ¡-1 son continuas en los espacios topológicos 
respectivos entonces fes un homeomorfismo. 
1) => 4) Supongamos que U es algún subconjunto abierto de Y. 
Como fes continua; ¡-1 eU) es un subconjunto abierto de X. 
Además ¡-1 eU) = Uu,1 Bi; siendo cada Bi E 5B e 1 un conjunto de 
índices. 
Tenemos; ¡(f-1 eU)) = U= teuiéi Bi) = UiEI feBJ. 
Como cada Bi es abierto en X y habiendo probado que (a), (b) y (e) 
son equivalentes ((a) implica (b), (b) implica (e) y (e) implica (a)); 
Como por (b), feBJ es un subconjunto abierto de Y 
Entonces U es la unión de miembros de fe5B) y cada miembro de 
Je5B) es un subconjunto abierto de Y. 
Luego se tiene que fe5B) es una base para 1:2. 
4) => 1) Supongamos que U es un subconjunto abierto de Y. Entonces 
u = uié/ teBi); siendo cada Bi E 5B e 1 un conjunto de 
índices. 
Tomando ¡-1 a la igualdad anterior se tiene; 
¡-1 eU) = ¡-1 eUiéi teBJ) = Uiéi ¡-1 eBD = Uiéi Bi 
Siendo un subconjunto abierto de X. 
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Por otro lado; si V es un subconjunto abierto de X, entonces 
V = u jE] Bj 1 para cada Bj E m. 
Tenemos; f(V) = f(U jEJ Bj) = U jEJ f(Bj) 
Es la unión de subconjuntos abiertos de Y y es entonces abierto. 
Como f = (f-1)-1 y además; (f-1)-1 (V) es abierto en Y 
si V es abierto en X. 
Entonces ¡-1 es continua, y f es un homeomorfismo. 
Ejemplos: 
1. Sea: E1 = {b, e, d} y 't1 = { E1, 0,. {a}, {b}, {b ,e}} 
Sea: Ez = {x,y, w} y 't2= { Ez, (i), {x}, {y},{y, w, z}} 
Consideramos además las funciones f : Et ~ Ez y g : Et ~ Ez definidas por los 
diagramas siguientes: 
a X a ~X ------b-- y b y 
e z e z 
d w d w 
Por definición y la proposición se sabe que: Una función es continua cuando para G 
abierto en E2 entonces ¡-1(G) E 't1 
i) Paraf: 
f/J E 't2 => /-1(f/J) = f/J E 't1 
{x} E 't2 => ¡-1({x})= f/J E 't1 
{y} E 't2 => ¡-l ({y})= a E 't1 
{y} E 't2 => ¡-l ({y})= a E 't1 
183 
{y, Z, w} E 't2 => f-l({y, Z, w}) = E1 E 't¡ 
.-. la función/es Continua 
ii) Para g: 
0 E 't2=> g-1(0)= 0E 't¡ 
{x} E 't2 => g -l ({x}) ={a, b} E 't1 
{y} E 't2 => g -l({y}) = 0 E 't¡ 
{x, y} E 't2 => g -1({x, y}) ={a, b} E 't1 
{y, z, w} E 't2 => g -l({y, z, w}) ={e, d} 79 't1 
Por lo tanto la función g no es continua porque {y, z, w} E T2, pero su inversa 
g-1 ({y,z, w}) ={e, d} no pertenece a T¡. 
CONTINUIDAD EN UN PUNTO 
Sea (E1, r¡), (E2, r 2 ) dos espacios topológicos. Sea f una función de E1 en E2,f es continua 
en un punto x de E1 si y solo si la imagen reciproca de toda vecindad de f(x), en una 
vecindad de x. 
Ejemplo: (1) 
Sea E1={a,b,c,d}; r 1 ={cp,E1,{a},{b},{b,c},{a,b,c}} 
E2 = {1,2,3,4} ; r 2 = {e/>, E2 , {1}, {2}, {2, 3}, {1, 2, 3}} 
¿¡ es continua en b? 
fes continua en b porque la imagen reciproca de toda vecindad de f(b), es una vecindad 
de b. 
184 
FUNCIONES CONTINUA Y LA ADHERENCIA 
DEFINICION. Sea (E, T) un espacio topológico se dice que un punto x E E es de 
adherencia de un conjunto A incluye a E, si: 
1) X E A o 
2) x es punto de acumulación de A. 
PROPOSICION: Una función f El~ E2 es continua si y solo si para cualquier x que 
pertenece a E1 y cualquier A incluye E1: 
x es un punto de adherencia de A ~ f(x) es punto de adherencia de f(A) 
x E A ~ f(x) E/(A) e f(A) 
FUNCIONES ABIERTAS Y CERRADAS 
1) Una función f: E1 ~ E2 es una{unción abierta si la imagen de todo conjunto 
abierto es abierto. 
2), Una función f: ·E1 ~ E2 es una funcién cerra,da si la imagen de todo 
conjunto cerrado es cerrado. 
Ejemplo: 
Sea f (x) = 1, la función contante. 
Entonces f (a)= 1 para cualquier a incluye !Rl.. 
Por lo tanto fes una función cerrada y continua 
ESPACIO METRICO 
DEFINICION. Sea E un conjunto no vacío. Una función d : E x E ~ ~~ es una métrica 
o función distancia de E si y solo si para todo x, y, z 'E E, se cumple los 
siguientes axiomas: 
1. d(x,y) ;:::o 
2. d(x, y)= O ~ x =y 
3. d(x,y)=d(y,x) 
4. d(x, y):::;; d(x, z) + d(z, y) 
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y se dice que: (E, d) es un espacio métrico 
Ejemplo: Dada la función. 
d : JRe x IR{2 ~ IR{ 1 d((x, y), Cx1o Yl)) = lx - x1l + ly- Y1l 
¿des una métrica? 
Solución : Si d es una métrica y esto lo probaremos 
PRUEBA: 
1) d ((x, y), (x11 y1)) ~O 
d ((x, y), (xl, y1)) = lx- x1l +!Y- Y11 
lx- xd ~O (def. de valor absoluto) 
IY- y 1 1 ~O (def. de valor absoluto) 
.-] d ((x, y), (xl, y¡))= lx- xd + IY- Y1l =O 
..... lx- x1l .=O A IY- Y1l =O 
x - x1 = O A y - y1 = O 
x = x1 A y= Y1 
(x, y) = (x11 y¡) 
(x, y) = (x11 y¡) 
_. X = X1 A y = y l 
-. x - x1 = O A y - y1 = O 
1 x- x1 1 =O A 1 y- y11 =O 
...... 1 x- x1 1 + 1 y- y1 1 =O 
_,. d((x, y), (x11 Y1)) =O 
186 
3) d((x, y), (xv Y1ll = lx- x1l + IY- Y1l 
= lx1- xl + IY1- Yl 
= d ((xv yd, (x, y)) 
4) d((x, y), (xv Y1)) :::; d((x, y), (xz, Yz)) + d ((Xz, Yz), (xv Y1ll 
d((x, y), (xv yd) = lx- x1l + ly- Y1l 
= lx- Xz + Xz- x1l + IY- Yz + Yz- Y1l 
:::; lx- Xzi + lxz - x1i + IY- Yzl + IYz - Y1l 
= lx- Xzi + IY- Yzl + lxz- x1i + IYz- Y1l 
= d((x, y), (Xz, Yz)) + d ((Xz, Yz), (xv Y1ll 
d((x, y), (xv Y1ll :::; d((x, y), (Xz, Yz)) + d ((Xz, Yz), (xv yd) 
De 1), 2), 3) y 4) se tiene que d es una métrica. 
Ejemplo : la función: d((x11 y 1), (x2 , y 2 )) = .J (x1 - Xz) 2 + CY1 - Y2) 2 
define una métrica en IR.\2 , llamada "METRICA PITAGORICA". 
PRUEBA 
En efecto :A = (xv Y1), B = {x2, Y2), C = (x3, Y3) 
d((xv Y1l, (x2, Yz)) = .JCx1- x2) 2 + CY1- Y2) 2 ;::: O, V A, BE IR.\2 
d((xv Y1l, (x2, Yz)) = .J Cx1 - x2) 2 + CY1 - Y2) 2 = O ~ A= B 
(~) jcx1- x2)Z + (y1 - y 2l =o ~ (x1 - x2) 2 + (y1 - yz)2 =o 
~ (xl- x2)z= O A (y1- Yz)2 =O 
~ x1 - x2 = O A y1 - y 2 = O 
~ X1 = Xz A Y1 = Yz 
~ A=B 
(-' ) Si A= B --'- (xv Y1) = (xz, Y2) 
- X1 = Xz A Y1 = Y2 
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xl - Xz = O A Yl - Yz = O 
(xl- Xz)z =O A (yl- Yz)z =O 
puedo sumar los miembros y sacar su raíz cuadrada. 
(x1 - x2)
2 + (y1 - yz)
2 




- j(x1-x2) 2 +(y1-y2) 2 =d(A~Bl 




=O _,. A= B 
3) d(AI B) = j Cx1- x2) 2 + (y1 - y2 / = j (x2-x1) 2 + (y2 -y1) 2 
= d(B1 A) 
d(A1 B) = d(B1 A) 
1) d(A1 B) ::::; d(A1 e)+ d(e1 B) 
d(AI B) = lA- B 1 ; V A 1 B 1 e E !Rl.2 
=lA- e+ e- B 1 
~ lA- e 1 + le- B 1 
d(A 1 Bb; d(A 1 e)+ d(e 1 B ) ; V A 1 B 1 e E !Rl.2 
Si: d(A1 B) = 1 A- B 1 
= ICx1 ,yl)- (Xz ~Yz)l 
= ICx1- Xz ~Y1- Yz)l 
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Ejemplo: En JR{2 se define la siguiente función: 
Así d : R2 x JR{2 ~ IR{ 1 d((x11 Y1l 1 (xz~ Yz)l = lx1 - Xzl + IY1 - Yzl 
Prueba : Sean A = (x11 y1 )~ B = (x21 y2 )~ C = (x31 y3) en JR{2 
d(A 1 B) = lx1 - Xzl + IY1 - Yzl :e:: O 
~0+~0~0 
o+ o= o 
2) d(A 1 B) = O ~ A = B 
(---)) d(A 1 B) = lx1- Xzl + IY1- Yzl =O 
---) lx1 - Xzl = O 11 IY1 - Yzl = O 
---) x1 - Xz = O 11 Y1 - Yz = O 
---) X1 = Xz 11 Y1 = Yz 
---)A=B 
X1 = Xz 11 Y1 = Yz 
x1 - Xz = O 11 Y1 - Yz = O 
lx1- Xzl =O 11 IY1- Yzl =O 
sttmando ·rn. a. ·m. 
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lx1 - Xzl + IY1- Yzl =O+ O= O 
lx1 - Xzl + IY1 - Yzl = d(A, B) 
- tomando los extremos, se tiene 
d(A, B) = d(B, A) 
4) d(A, B) :5 d(A, e)+ d(e, B) V A, B, e E !Rl.Z Para: C = (x3,y3) 
d(A, B) :5 d(A, e) + d(e, B) 
VECINDADES, BOLAS O ENTORNOS EN UN ESPACIO MÉTRICO. 
DEFINICIÓN. Sea (E, d ) un espacio métrico, donde a E E y sea E> O en los reales. 
Una bola abierta con centro b radio E, denotado por B(b) = B(b, E) 
está definido así: 
B(b)=B(b, E)={aEE /d(a,b)<E} 
E 
DEFINICIÓN. sea (E,d) un espacio métrico, tal que, a E E y sea E> O en IR{. Una 
bola cerrada con centro b y de radio E , denotado por B esta 
definido así: 
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B(b)=B(b, E)={aEE /d(a,b)~ e} 
Si : a E B(b) ~ d(a, b ) ~ e ca 1 o 
Definición.- Sea (E, d ) un espacio, métrico, tal que, a E E, E> O en IIR, una esfera de 
centro b y radio E y denotado por S{b) = S(b, E) ; esta definido de la siguiente manera: 
S(b)=S(b,E)={aEE /d(a,b)= e} 
E 
/ 
Si a E B(b) ~ d(a, b) = e 
Ejemplo : En (IIR, 1 1 ) , el espacio métrico euclideo, la vecindad o entorno abierto 
debE IIR , será; ]b-e, b + E [, para la métrica; d(a, b) =la- bi 
En efecto; para la vecindad abierta se tiene: 
d(a, b) = ia- bi 
-E< a- b <E 
--'-b-.s<a<E+b 
a E ]b - e, b + E [ 
Es decir: 
----~--------------~~---+R 
. aO al b a2 
b-E b+ E 
Análogamente la bola cerrada en IR{ para la métrica Euclidiana de centro b E IR{, será : 
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[b-E, b + E] 
En efecto: d(a, b) =la- bl:::; E 
-+ -E :::; a - b :::; E 
....,. b-E ::;a :::;E+b 
Es decir : a E [b - E, b + E] 
De igual modo la esfera en lffi., para la métrica euclidea d(a, b) =la- bl será: 
{b-E, b + E} 
S(b ) = { a E E / d( a, b) = 1 a - b 1 = E } 
--. la- bl = E 
1) (a- b) >O - a- b = E - a= b +E 




Ejemplo: En Jffi.2 la bola abierta 
de centro (O, 1 ) y de radio E= 3 para la métrica 
Pitagórica: 
d((xv Y1l, Cx2, Y2ll = .j(xl- x2)2 + (yl- Y2)2 
Es entonces: 
a 
b b+ E 
d((xv Y1l, (x2, Y2ll = B( (x1, y1), (O, 1)) = J (x1 - 0)2 + (y1 - 1)2 < E 
(x1 - 0)
2 + (y1 - 1)2 < E2 
xf + (yl - 1)2 < E2 
Es decir: 
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Ejemplo: En !R{2 la bola cerrada de centro (1, O) y radio E = 2 para la métrica 
Pitagórica es : 
d((xv Y1), (x2, Y2)) = .J (xl - x2)2 + (yl - Y2)2 
--. d((xv Yd, (x2, Y2)) = B((xv Y1), (x2, Y2)) = B((xv Y1), (1, O)) 
= .JCx1- x2)2 + CY1- Y2) 2 :::; E 




Ejemplo: En !R{2 la esfera de centro (3, 2) y de radio E= 1, 
Si d((xv Y1L Cx2, Y2)) = .JCx1- x2)2 + CY1- Y2)2 
Es la métrica pitagórica, 
En efecto:_ S (b) = S(b, E)= d((x11 Yd, (x2, Y2D 
= d((xv Y1), (x2, Y2)) = .J Cx1 - x2) 2 + CY1 - Y2) 2 = E 
==> (x1 - 3)2 + (y1 - 2) 2 = E2 = 1 







CONJUNTOS ABIERTOS Y CONJUNTOS CERRADOS 
DEFINICIÓN. Sea ( E, d) un espacio métrico cualquiera y A un subconjunto de E, se 
dice que A es un conjunto abierto, si para cada a E A; 
3 B(a) = B(a, r), con r > O tal que; B(a) e A (ver figura). 
Ejemplo: En la recta real todo intervalo de forma ]a, b[ - a < e < b 
-X 
es un conjunto abierto 
V e E ]a, b[, 3 E > O 1 B (e) e ]a, b[ 
- e E B(e) - d(e, e) < E 
le-el <E 
-E< e- e< E 
e-E<e<c+E 
eE]e-E,e +E [ 
_.... B(e) = ] e- E, e +E [ 
] e - E , e + E [ e ] a, b [ 
c-a b-e 
e-s e+ s 
_Q e 
S S 
Para B (e) con E= mín {e - E, e + E} 
X 
b 




Sea x E B(a, r), donde; B(a, r) es una vecindad abierta 
__,. d(a, x) < r por lo tanto; s = r- d(a, x) es un numero positivo 
Afirmamos que B(x, s) e B(a, r) 
Sea y E B(x, s) entonces d(x, y) < s y por lo tanto 
d(a ,y)::::; d(a ,x) + d(x ,y)< d(a ,x) + s = r 
Esdecir; d(a,y) <r;luego; yEB(a,r) 
Luego; B(x, s) e B(a, r) 
DEFINICIÓN. Sea (E, d) una espacio métrico, y A un subconjunto cualquiera de E, 
además x E A. se llama "punto interior" de A, si, y solo si existe 
E > O 1 tal que B(x, E) e A, es decir: 
x es un punto interior de A ~ 3 E > O 1 B(x, E) e A 
----..- ' 
1 - /\ 
( '/ 1 
' / ' ..-- -
DEFINICIÓN. Sea (E, d) un espacio métrico y A es un subconjunto de E, el interior 
de A denotado por A o se define como el conjunto de todos los puntos 
interiores de A. Es decir : 
Ao= {x E E 1 x es punto interior de A} 
O sea; A o= {x E E 1 3 r >O B(x, r) e A} 
Sabemos que : Sea (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto de E. A es un conjunto 
abierto, si para cada a E A; 3 B(a) = B(a, r), con r > O tal que; 
B(a) e A es un punto interior de A. 
Es decir; A es un conjunto abierto si y solo si es igual a su interior 
Osea, A abierto ~ A= Ao 
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Ejemplo: En(~, d) y la métrica d(x, y)= lx- y¡, para todo x E ]a, b[ es 
un punto interior: 
En efecto: 'vx E~. 3 E> O 1 B(x, e) e ]a,b[ 
Entonces ]a, b[ es un conjunto abierto. 
DEFINICIÓN. Sea ( E, d) un espacio métrico, sea A un subconjunto de E. Se dice. que 
A es un conjunto cerrado en E sí y sólo sí, su complemento 
E-A= CE(A) es abierto en E para d. 
Ejemplo: En~ con la métrica Euclidea o Usual d(x, y)= lx- Yl ; el intervalo 
cerrado [a, b], será un conjunto cerrado. 
En efecto: [a, b] es cerrado --. Cm¡ ([a, b] ) es abierto. 
Pues; Crn¡([a,b]) = ]-oo,a] U [b,+oo[ 
]-oo, a] U [b, +oo[ es abierto, porque la unión de conjuntos 
abiertos es abierto por lo tanto [a, b] en la 
métrica euclidea es cerrado. 
Ejemplo: En un espacio métrico (E, d), para a E E, el conjunto {a} es cerrado. 
PRUEBA: 
Si {a} es cerrado; es porque E-{a} es abierto 
Sea b E E- {a}, b * a 
_,. 3 r > O 1 B(b, r) e E- {a} 
Si b E E- {a}--. d(a, b) < r 
Luego; O< r- d(a, b) 
- B(b,r)eE-{a} 
--. E- {a} es abierto 
Por lo tanto {a} es cerrado. 
Proposición: Sea (E, d) un espacio métrico, luego: 
i) Los conjuntos cp y E son cerrados 
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ii) La unión de una familia finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. 
iii) La intersección de una familia cualquiera de conjuntos cerrados es un conjunto 
cerrado. 
PRUEBA: 
i) cp es cerrado pues; CE(cp) = E, es abierto 
E es cerrado pues; CE(E) = cp es abierto. 
ii) Sea U%:1 Fi, la reunión de una familia finita de subconjuntos cerrados 
F1 , F2 , F3 , ... , Fn e E es un conjunto cerrado de E. 
Los conjuntos; A1 = CE(F1 ), A2 = CE(F2), A3 = CE(F3 ), ... , An = CE(Fn) 
Son abiertos en E . De forma que; 
A1 n A2 n A3 n ... n An = CE(F1 ) n CE(F2) n CE(F3 ) n ... n CE(Fn) 
= CE(F1 u F2 u F3 u ... u Fn) = CE(Uf=1 Fa es abierto. 
Y por lo tanto ; F1 u F2 u F3 u ... u Fn = U~1 Fi es cerrado. 
iii) La intersección F = nAEL F;t de una familia cualquiera (F;t)A.EL (finita o 
infinita) de subconjuntos cerrados F;t e E es un subconjunto cerrado de E. 
En efecto, tenemos; A;t = CE(F,:t)·para cada í!. E L. 
Entonces cada A;t es abierto y por lo tanto su reunión 
U.:t6 LA.:t = U.:tEL CE(F;t) = CE(n F;t) es un abierto en E. 
Luego se tiene que nAEL F;t es cerrado. 
OBSERVACION: 
l. Es falso que la intersección infinita de abiertos sea siempre un abierto. 
Por ejemplo la intersección de intervalos abiertos ]- ~ ,~[ donde n es un número 
natural diferente de cero. 
Es decir: 
Si An= ]-~ ,~[ ; se tiene, 
noo_ ]-~ ~[=]-~ ~[n]-~ ~[n]-~ ~[n]-~ ~[ ...... ={O} 
n-l n 'n 1 ' 1 2 ' 2 3 ' 3 4 '4 
n:=l ]- ~ ,~[ = {O} y esto no es abierto 
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----- ------------------------------- --
Es decir; {O} no es abierto en lRL 
2. La unión cualquiera de cerrados no siempre es cerrado. 
Por ejemplo: An = [o, 1- ~] , donde n E N , es una familia infinita de cerrados. 
u:=1An = u:=1An [o, 1- ~] = [O, 1[ 
[O, 1[, no es cerrado 
3. En el conjunto de números reales, el intervalo de la forma [a, b] con a < b no es 
abierto para la métrica Euclidea d(x, y) = lx- y¡, porque a no es punto interior de 
[a, b[ 
Análogamente [a, b[ no es cerrado. 
CONVERGENCIA Y CONTINUIDAD EN ESPACIOS METRICOS 
Sucesiones en Espacios Métricos. 
DEFINICIÓN. Sea (E, d) un espacio métrico. Una sucesión S es una función .definida. 
S: N- {O}~ E 
n ~ S(n) = Sn 
Notación: 
Ejemplos: 
Tenemos las sucesiones: 
a) Sn = {( -1)n}n~:N = { -1, 1,-1, 1, ... , ( -1)n} Sucesión Oscilante 
b) sn = {n + l},IEN = {2,3,4,5,6, ... ,n + 1} Sucesión divergente 
e) S n = { _!___} = { 1, _!___)_, _!___ , .. , _!___} 
n nE N 2 3 4 n 
Sucesión convergente 
Definición.- Sea (E, d) un espacio métrico, donde (xn) es una sucesión que está 
contenida en E ((xn) e E) : 
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1} Se dice que (x
11
) es una sucesión convergente en E, 
si, y sólo si, 3 x0 E E tal que ; lim d(xn, x0 ) = O 
n-HXl 
2} El punto x0 es llamado el límite de la sucesión (x11 ) que se escribe como: 
lim Xn = x0 
n->co 
3} También diremos que la sucesión ( X
11
) converge a x0 • 
Si (xn) no es convergente diremos que (x,) es divergente. 
Definición.- Una sucesión (x,) es convergente o converge a x0 ., si y sólo si, dado 
E> O, existe N= N(E) E N tal que: para cada n :2': N~ x"- x0 . <E. 
Es decir: Una sucesión converge a x0 • 
<=>Ve> 0,3N = N(e)E N !Vn ~N=> x, E B(x0 ,e) 
Aclaración: 
~ -e < x, - x 0 < e 
Ejemplos: 
1} Sea (xn) = (1/n) { } ; esta sucesión es convergente a O. 
nEN- O 
Solución: 
lim Xn =O 
n->co 
lim (1/n) = O ~ Ve > O 1 3 N = N(c) E N/ V n ~ N ==> 1/n E B(O 1 e) 
n->co 
Por definición: d(1/n 1 O) < E 
11/n - Ol <E 




2) Demostración que la sucesión xn = (n + 11 n) y converge a 1. 
Demostración: 
lim (( n + 1) 1 n) = O ~ V c. > O , 3 N = N (c.) E N 1 V n ;;::: N ==> 
n-HX> 
(n + 1)/n E B(1,c.) 
=> d((n+l)/n,l)<e 
==> ln:l- 11 <c. 
==> ln+~-n~ <c. 
==> 11/nl <c. ==> 1/n <c. 
==> O< 1/c. < n 
~n>llt:=N 
3) En ~2 se ala sucesión, analizar la convergencia de Xn con la métrica: 
Solución: <c. 
lim Xn = lim (1/n , n+l) = ( lim (1/n) , lim ( n+l)) = (O, 1) 
n-->oo n-->oo n n-->oo n-->oo n 
<=>V E> 0,3N = N(e)E N 1\fn >N=> d((lln,(n +1)/n),(O,l)) < t: 
~11/n-OJ+I((n+l)/n)-~ <t: 
=> jllnl + jllnl < t: 
=> 2jllnl < t: 
=> jllnl < t:/2 => lln < t:/2 
=>n>21t:=N 
Proposición.- Sea (E, d) un espacio métrico. Si (xn) es una sucesión convergente en E, 
entonces su límite es único. 
Demostración: 
Supongamos que: lim Xn = x 0 Y lim Xn = Yo ==> Xo = Yo n-->oo n-->oo 
i) lim Xn = Xo ~ V~ > o 1 3 Nl = Nl (c.) E ru tal que V n > Nl 
~00 2 . 
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ii) lim Xn = Yo ~ V~ > O, 3 N2 = N2 (E) E N tal que V n > N2 
~00 2 . 
E E 
::::) d(x0 , y0 ) ~ d(xn, x 0 ) + d(xn, Yo) < 2 + 2 = E 
::::) d (x0 , y0 ) < E 
::::) lxo -Yo 1 < E 
Xo - Yo = O ::::) Xo = Yo 
Definición.- Sea (E, d) un espacio métrico (xn) una sucesión en E. Se dice que (xn) es una 
sucesión de Cauchy en E, si, y solo si dado E > O, 3 N= N(E)E N tal que, 
Vm,n 2:: N::::) d(xm,Xn) <E 
Proposición.- Sea (E, d) un espacio métrico. Si (xn) es una sucesión convergente en E, 
entonces es una sucesión de Cauchy. 
Demostración: 
E 
lim Xn = x0 ~ Dado -2 > 0, 3 N= N(E) E N tal que V n >N n--->oo 
e 
::::) d(xn 'Xo) < 2 
::::) d(xm ,yn) ~ d(xm ,xo) + d(x0 ,Xm) <~+~=E 
::::) d(xm,Xn) <E, Vm,n 2:: N 
Luego; (xn) es de Cauchy 
Un espacio métrico (E, d) se dice que es completo, si toda sucesión de Cauchy en E es 
convergente en E. 
Ejemplos: lffi.,con d(x,y)=lx-yl escompleto 
(Q con d(x,y)=lx-yl noescompleto 
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~-{O} con d(x ,y)= jx- Yl no es completo 
Proposición.- Sea (E, d) un espacio métrico: 
a) Si E1 es completo entonces E1 es un subconjunto cerrado de E. 
b) Si E es completo y E1 es cerrado en E, entonces E1 es completo. 
Demostración 
a) Supongamos que E1 es completo ~ E1 es cerrado en E. 
Sea (xn) e E; (xn) converge a x E E 
~ (xn) es de Cauchy 
Luego: lim Xn = x E E1 
n--+oo 
:. E¡ es cerrado 
a) Supongamos que E es completo y E1 es cerrado en E. 
Sea (xn) e E1, una sucesión de Cauchy en E. 
~ (xn) en E es completo 
Luego (xn) ~ x E E 
Como (xn) e E1 ~ x E E1 pero E1 e E 
~ x E E1 ~ (xn) converge en E1 
:.E¡ es completo 
Definición.- Sean (E1, d1) y (E2, d2) espacios métricos; seaf una función; de E1 en E2. 
Es decir ; f : E1 ~ E2. 
a) Se dice que fes continua en x0 ~ dada E> O ; 3A. >O tal que: 
i) si, X E B(x0 ,A)~ f(x) E B(f(x0 ) ,E) Ó 
ii) Si d 1 (x,x 0 )<Af~d2 (f(x),f(x0 ))<B ó 





f(x) ---------, 1 
dz 1 1 














-A Xo X A 
b) Se dice que fes continua en E {::::} fes continua en cada punto de E. 
Proposición: Sean E1 y E2 espacios métricos: f: E1 ~ E2 , una función, 
x 0 E E¡. luego, f es continua en x0 sí, y sólo si 
V vecindad V de f(x0 ) se tiene ¡-1 (V) es una vecindad de x0 • 
Demostración: 
( =>) Supongamos que fes continua en x0 • 
Sea V una vecindad cualquiera en f(x0 ) 
=>para&> OIB(f(x0 ),c) e V ... (l) 
Como fes continua en x0 
=> para e> O, 3A. >O 1 f (B(x0 ), A) e B(f (x 0 ), &) .... ( 2) 
De (1) y (2) : 
f(B(x0 ), A.) e B(f(x0 ),c) e V 
=> B(x0 ,A) e j
1(V) ....... Prop.f-1 
¡-1 (V) es una vecindad en x0 
( <=) supongamos que para toda vecindad V de f(x0 ); ¡-1 (x0 ) es 
una vecindad de x0 
Sea e >O=> B(f (x0 ), e) es una vecindad de f(x0 ) 
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- -------------------
Por hipótesis: ¡-1 (B(f(x0 ), E)) es una vecindad de x0 . 
::::? 3A. > 0/ B(x0 ,A.) e B(f(x0 ),c) 
Esdecir:f(B(xo, A)) e B(f(x0 ),c) 
:. f es continua en x0 (Por definición) 
ESPACIOS NORMADOS 
DEFINICIÓN 
El espacio JR{n es el conjunto JR{n = {(x1 ,x2 ,x3 , ... ,Xn)/x1 ,x2 ,x3 , ... ,xn E IR{}, cada 
elemento del espacio JR{n, es llamado vector (del espacio JR{n) y se representa por 
DEFINICIÓN 
El producto interno o escalar de vectores, es una función definida del siguiente modo: 
( , ) : JR{nx]R{n ---7 JR{n 
(a,b) ---7 (a,b) 
Donde: a = (a 1 , a 2 , .•• , a 11 ) 
DEFINICIÓN 
La norma de una vector es la longitud del segmento que lo representa. La norma de un 
vector a E JR{n, se denota por llall =-)<a, a>. 
Si desarrollamos, 
llall = -J< a, a> 
il(a1,az,a3, ... ,an)ll =-J((a1,az,a3, ... ,an),(a1,az,a3, ... ,an)) 
11Cat,a2,a3 , ... ,an)ll = jai +a~+ a~+ ... +a~ 
PROPIEDADES DE LA NORMA 
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N1) 11a11 ;::: O; V a E ~n y 11a11 =O ~ a= O 
N2) llr. a11 = lrlllall, \f rE~, \fa E ~n 
N3) lla + Ell·~ 11a11 + IIEII ; V a, bE ~n 
N4) 11a11 = 11-a11 ; \fa E ~n 
*(~n, 11 11) es un espacio métrico. Entonces (~n, 11 11) es un espacio topológico. 
DEFINICIÓN 
Dado dos vectores A, B en ~n , la distancia d de A a B, denotada por d(A,B) y 
definida del siguiente modo, d (A, B) = IIA- B 11, cumple las siguientes propiedades: 
M1) d (A, B) ;::: O ; \fA, B E ~n 
M2) d(A, B) = O~ A= B; \fA, BE ~n 
M3) d( A, B) = d(B, A) ; \fA, B E ~n 
M4) d( A,B) ~ d(A,C) +d(C,B) \fA, B, CE ~n 
Y se dice que: 
El par (~n, d) es un espacio métrico. Como (~n, d) es un espacio métrico, 
entonces ( Rn ,d) también es un espacio topológico. 
CAPITULO 111 
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AXIOMAS DE SEPARACIÓN 
1'¡ : ESPACIOS 
Un espacio topológico (E, T) es un Tr espacio si para todo par de puntos x, y (x 




T ={E, rp, {a, b }, {a, e}, {b, e}} 
Existen 3 pares de puntos distintos. 
a,b E E,a-:¡:. b => 3 vecindades {a, e} y {b,c} tales que: 
(aE {a, e} y b~ {a, e}) A (bE {b,c} y a~ {b,c}) 
a,eE E,a-:¡:. e=> 3 vecindades {a,b} y {b,c} tales que: 
(aE{a,b}y c~{a,b}) A (cE{b,c}y a~{a,c}) 
b,e E E,b-:¡:. e=> 3 vecindades{a,b} y {a, e} tales que: 
(bE {a,b} y e~ {a,b}) A (cE {a, e} y b~ {a, e}) 
Luego; 
(E, T) es un espacio T1. 
Tz: ESPACIO DE HAUSDORFF 
Un espacio topológico (E, T) es un Tz-espacio o espacio de Hausdorff si y solo si, 
dos puntos distintos de E tienen vecindades disjuntas. 
Ejemplos: Consideremos: E= {a,b} 
T={E,0, {a}, {b}} 
a,bE E, a-:¡:. b => 3 vecindades {a} y {b} tales que: 
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(aE {a} y bE {b}) A ({a}n {b}=0) 
Luego: (E, T) es un espacio T2. 
TrESPACIO 
ESPACIOS REGULARES 
Un espacio topológico (E, T) es un espacio regular si verifica el siguiente axioma: 
"Si Fes un conjunto cerrado de E y x E E tal que x r;. F, entonces existen conjuntos abiertos 
y disjuntos G y H tales que F e G y x E H. 
Ejemplos: 
Consideremos: E={a,b,e} 
T ={E,0, {a}, {b,e}} 
Los conjuntos cerrados de E son : E, (ij, {a}, {b, e}. 
rp es cerrado f\ a E E 1 a (l (ij ~ 3 conjunto abierto disjuntos (ij 1\ {a} t.q.: 
(ij e (ij 1\ a E {a} 
{a} es cerrado 1\ bE E 1 b~ {a} ~ 3 conjuntos abiertos disjuntos {a} 1\ {b, e} 
t.q.: {a}c {a}/\ bE {b,e} 
{b,e} es cerrado 1\ a E E 1 a~ {b,e} ~ conjuntos abiertos disjuntos {b,e} 1\ {a} 
t.q.: {b,e}c{b,e}/\aE {a} 
Luego: (E, T) es un espacio regular. 
Un espacio regular E que también verifica el axioma de separación [Y¡] es un espacio 
T3-espacio. 
ESPACIOS COMPLETAMENTE REGULARES 
Un espacio topológico (E, T) es completamente regular si verifica el siguiente 
axioma: 
"Si Fes un subconjunto cerrado de E y x E E no pertenece a F, entonces existe 
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una función continua f: E ~ [O ,1] tal que f(x) =O y f(F)=l 
T 4-ESPACIOS NORMALES 
Un espacio topológico (E, T) es un espacio normal si verifica el siguiente axioma: 
" si F1 y F2 son subconjuntos cerrados y disjuntos de E, entonces Existen conjuntos 
abiertos y disjuntos G y H tal que F1 e G y F2 cH. 
Ejemplo: Consideremos: E= {a, b, e} 
T= {E,0,{a},{b},{a,b}} 
Los conjuntos cerrados de E son: E, (Zj, {e}, {b, e} y {a, e}. 
(Z5 y E son cerrados/ (Z5 n E= 0 => 3 conjuntos abiertos (Z5 1\ E, (Z5 n E= 0 t.q.: 
(Z5 e (Z5 1\ E CE 
(Zjy {e}soncerrados/0n{b,e}=0=> 3 conjuntosabiertos(Zj 1\ E,0nE=0 t.q.: 
(Z5 e (Z5 1\ {e} cE 
(Zjy {b,e}soncerrados/0n{b,e}=0=> 3 conjuntosabiertos(Zj 1\ E,0nE=0 t.q.: 
(Zjc (Z5 1\ {b,e} cE 
(Z5 y {a, e} son cerrados 1 0n{b,e}=0=> 3conjuntos abiertos (Z5 1\ E, 0n E=0 t.q.: 
(Z5 e (Z5 1\ {a, e} cE 
Luego (E, T) es un espacio normal. 




Un espacio topológico (E, T) es conexo si· los únicos abiertos y cerrados de la 





{a} no es cerrado pues; el C {a}= {b, e} no es abierto. 
Por lo tanto: E y (l5 son los únicos abiertos y cerrados de E. 
Luego: (E, T) es un espacio conexo. 
PROPIEDADES DE LOS CONJUNTOS CONEXOS 
i) La unión de los conjuntos conexos cuya intersección es no vacía, es también 
conexa. 
ii) La unión de una sucesión de conjuntos conexos, ninguno de los cuales es 
disjunto con el anterior y el siguiente, es conexa. 
DEFINICIÓN 
Un espacio topológico (E, T) es inconexo o no si existen dos 
subconjuntos no vacíos A y B de E tales que: 
AUB=E y AnB=cp 
CONEXIDAD EN LA RECTA REAL 
Los conjuntos conexos de números reales pueden describirse de la siguiente manera: 
PROPOSICIÓN 
Un subconjunto E de la recta reallR que contiene al menos dos puntos es conexo si y solo 
si E es un intervalo. 
Los intervalos de la recta real son de la siguiente forma: 
Intervalos finitos. 
(a,b ), (a,b], [a,b ), [a,b] 
Intervalos infinitos: 
(-oo,a ), (-oo,a),(a, oo ), [a,oo ), ( -oo, oo) 
Un intervalo E puede describirse de la siguiente forma: 
a, b E E ; a < X < b => X E E 
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PROPOSICIÓN: 
Sea f : E --7 ~una función continua de codominio real definida en un espacio conexo E. f 
toma como valor cada uno de los números comprendidos entre dos cualesquiera de los 
valores. 
CONTENIDOS BÁSICOS DE TERCER GRADO DEL DCN 2011 
Componente: Geometría y Medida 
GEOMETRÍA Y MEDIDA 
Polígonos 
-Polígonos: clasificación. Suma de los ángulos internos. Perímetro. Área 
de polígonos regulares. Resolución de problemas. 
- Circunferencia y círculo. 
- Ángulos, segmentos y su medición. Clases de ángulos. Bisectriz de un 
ángulo. 
Transformaciones geométricas 
- Reflexión respecto de un eje o simetría axial de figuras planas. 
- Rotaciones de figuras planas. 
- Traslaciones de figuras planas. 
- Composición de reflexiones respecto de un eje. 
-Composición de transformaciones. 
Figuras y ángulos 
- Figuras derivadas de patrones geométricos. 
- Mediatriz y bisectriz. 
- Triángulos simétricos respecto de un eje. 
- Rectas paralelas y perpendiculares. 
- Ángulos opuestos por el vértice y ángulos adyacentes. 
- Suma de ángulos en el triángulo. 
- Ángulos exteriores en el triángulo. 
Nociones básicas de geometría plana 
- Punto, recta y plano. 
-Postulado de la regla (Cantor- Dedekind). Distancia entre dos puntos. 
- Figuras. Segmento. Rayo. Semirrecta. 
- Conjuntos convexos. 
- Separación del plano. Semiplanos. 
- Ángulos y triángulos. 
- Medida de ángulos. Clases de ángulos. 
Congruencia, perpendicularidad y paralelismo 
- Congruencia de segmentos y de ángulos. 
- Congruencia de triángulos. 
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- Triángulos isósceles y equiláteros. 
- Rectas perpendiculares. Propiedades. Mediatriz de un segmento. 
- Rectas paralelas.· 
- Ángulos determinados por dos rectas para.lelas y una recta que las interseca. 
- Relaciones angulares en un triángulo. 
- Ángulos formados por las bisectrices de un triángulo. 
Polígono y circunferencia 
- Polígonos. Clasificación. 
- Suma de las medidas de los ángulos internos de un polígono. Diagonales de 
un polígono. 
-Paralelogramos (rectángulo, rombo). Trapecio. 
- Circunferencia y círculo. Propiedades. 
- Ángulos en el círculo. 
- Circunferencia inscrita y circunscrita. 
Semejanza de triángulos, área de regiones poligonales y circulares 
- Segmentos proporcionales. 
-Segmentos congruentes determinados por dos rectas que intersecan a dos 
rectas paralelas. 
-Teorema de Thales. 
- Semejanza de triángulos. 
- Líneas notables en el triángulo. 
- Relaciones métricas en un triángulo. 
-Teorema de Pitágoras. 
- Relaciones métricas en el círculo. 
- Áreas de regiones poligonales y circulares. 
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